Kvadratno programiranje - Primeri
Zadatak 01

Odrediti maksimum funkcije cilja:
f (X, X2)=15-% +30-Xo +4-X - X2 —2-x12 —4-X%,

pri ograni¢enju:
X1 +2-%X9 <30,

ReSenje:
Funkcija cilja je data u formi zadatka kvadratnog programiranja gde je broj
promenljvih jednak dva (n = 2) i broj ogranicenja jednak jedan (m = 1).

f(xl,xz):15-x1+30-x2—(—4-x1-x2+2-x12+4-x%),

2 2
f(X1,X2) =Cp- X +Cp - Xp —|(Gg2 +021) - X - X2 + 011 X{ + 022 - X5 |,

pri ograni¢enjima:
a1 - X1 +a1p - Xp <y,

X120, X0 20,

gde je:
vektor promenljivih x: x=[x X»],
vektorc: c=[¢; ¢o]=[15 30],
matrica ogranienja A: A=[a;p axp|=[1 2],
vektor kolona konstanti b: b =[b; ]=[30],
matrica Q, kvadratne forme je slede¢eg oblika:
Qi1 =2, A2 =4,
Qi2 +021=—4, — 012 =021,
2:-Qu2 =4, > Q2 =2, G1=-2,

0= 2 -2
-2 4
Oblik kvadratne forme se odreduje kao:

2 —-2||x X

T 1 1
Q- = . . =12-X1 -2 —-2-xX1+4. .

X X [Xl Xz] { 5 4 :| |:X2:| [ X1 X2 X1 X2] |:X2:|

=2-x12—2-x1-x2—2-x1-x2 +4-Xo= 2-x12—4-x1-x2 +4-x§
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=2(x12—2-x1-x2+x§)+x§]= 2[(x1—x2)2 +x§]>0.

Kvadratna forma x-Q - x Je pozitivno definitna. Kako je u funkciji cilja znak ,,—”

ispred kvadratne forme to je funkcija cilja, strogo konkavna funkcija na celoj
oblasti definisanosti tj. funkcija cilja ima (globalni) maksimum u tacki x =15,

x,=45/4. (slika Z1-1)

720

|]

xl

Slika Z1-1. Dijagram funkcije: f (X, Xy) =15-X +30-Xp +4-X - Xp —2- X —4- X5
KKT uslovi:
c'—2.0.x" AT 2T +y=0,

A-x" —b+v=0,
x>0,y>0,4>0,v>0,
X-y+4-v=0,

gde je:

y2
— vektor kolona dopunskih promenljivih v: v =[v].
— vektor brojeva A: 1 =[}].

Eﬂ_z{—zz _42]{2}{;][&1%{2}=o,

i z]-{jj—[somvﬂ:o,

— vektor kolona dopunskih promenljiviny: y = { yl} ,
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b xZ]-B;}ul]-[vﬂ:o.

U
P B P S
30 —2-X+4-Xy 2-11 Yo
[ +2-x3]-[30]+ v ]=0,
[ y1+x2-y2 ]+ -w]=0.
U

15—4-x1+4-x2—/11+y1:0,
30+4-X—8:-Xp—2-41+Yy2 =0,
XQ+2-Xp—30+v; =0,

X1 Y1+X2-Y2+4-vp =0,

X120, Xp20, 4120,y; 20, y» 20, v; 20.

Prethodni sistem ogranic¢enja (KKT uslovi) napisan u formi ograni¢enja linearnog
programiranja je oblika:

4°X1—4'X2 +},1—y1 =15,

—4-X1+8-X0+2- 11—y =30,

Xp+2-Xo +v; =30,

X12=20, X020, 4420,y 20, yp >0, vy 20,

X Y1+ X2 Y2 +71-v1=0.

Da bi se dobilo dopustivo pocetno bazisno reSenje potrebno je uveti vestacke
promenljive u prve dve jednacine ogranicenja:

4-X1—4-X2 +/11—y1 +71 215,
—4-X+8-Xp +2- ) -y  +1p =30,
X1+2~X2 +V1=30,

X120, Xp20, 4420,y1 20, yp 20, 120, z 20, v; 20,
X oY1+ X Y2 +74 -V =0.

Pocetni zadatak kvadratnog programiranja se svodi na slede¢i zadatak linearnog
programiranja:
min Z =2 + 2o,

4-X1—4-X2 +/11—y1 +71 215,
—4-X+8-X0+2-}4 -Y2 + 29 =30,
X1 +2-Xp +vp =30,

X120, Xp20, 4420,y1 20, yp 20, 120, z 20, v; 20,
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I kKomplementarno ogranicenje:
X\ Y1+ X Y2 +-vp=0.

Pocetno dopustivo bazisno reSenje je oblika:
X]_:O, X2 =0, /11=O,y1=0, Yo =0, 1 =15, Zy =30, V1=30.

Pri formiranju pocetne simplex tabele potrebno je funkciju cilja izraziti u
pogodnom obliku:
1. mnZ=21+2p = max (-Z)=-21 -1,
2. 1z prve i druge jednacine ograniCenja potrebno je izraziti z; i zo i zameniti
ih u funkciju cilja:
—1=4-xq—-4- X0+ -y -15, —2p=—4-X+8-Xp +2- /1 — Yo — 30, .
max (—Z) = 4-X1—4-X2 +/11— y1—15—4-X1+8-X2 +2-/11— Yo -30
=4-Xp+3- /4 —y1 — Y2 —45.

Funkcija cilja i ograni¢enja napisana u formi pogodnoj za primenu simplex tabele
su oblika:

0) -Z —4-X9=3-44+Yy1+VY2 =—-45
@ 4-X9—4-Xo0+ M-V +71 =15
(2) —4-X +8-X0+2- /4 —-Yo +29 =30
(3) Xp +2- X +Vp =30

Konacno, pocetna simplex tabela je oblika (Tabela Z1-1):

Tabela Z1-1. Pocetna simplex tabela.

Br. koeficijenti Desna
Baza | Jedn. | Z X1 | Xo M V1 2 Vi 2] Zo | strana
0 -1 0 -4 -3 1 1 0 0 0 —45
2] 1 0 4 -4 1 -1 0 0 1 0 15
Zo 2 0 | -4 8 2 0 -1 0 0 1 30
V1 3 0 1 0 0 0 1 0 0 30
| iteracija:

Kandidati za promenljive koje ulaze u bazu (Tabela Z1-1) su promenljive sa
negativnim koeficijentom u redu (0) tj. x» i 4. Promenljiva 4; ne moze u¢i u
bazu, jer je njena komplementarna promenljiva v; ve¢ u bazi, Sto znaci da
promenljiva x, ulazi u bazu.
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Promenljiva koja napusta bazu je sledeca:

min{%o;%o}: min{3.75;15} — promenljiva z, napusta bazu,

(z1 se ne uzima u obzir jer je koeficijent u vodecoj koloni —4).

— novi vodeci red:
[0 -4 8 20 -10 01 30]:8

0 -1/2 1 1/4 0 -1/8 0 0 1/8 15/4]— novi vodeéi red

—novi red O:

[F1 0 -4 -3 110 0 0 -45 «

[0 -1/2 1 1/4 0 -1/8 0 0 1/8 15/4]x4 + —

-1 -2 0 -2 1 1/2 0 0 1/2 -30] — novi red 0
—novi red 1:

0 4 -4 1 -10 01 0 15] —

[0 -1/2 1 1/4 0 -1/8 0 0 1/8 15/4]x4 + —

0 2 0 2 -1 -1/2 0 1 1/2 30] — novi red 1
— novi red 3:

01200010 0 30 Da—

0 -1/2 1 1/4 0 -1/8 0 0 1/8 15/4|x(-2) + —

0 2 0 -1/2 0 1/4 1 0 -1/4 45/2] —s novi red 3

U tabeli Z1-2 prikazane su vrednosti promenljivih nakon | iteracije.

Tabela Z1-2. Kraj | iteracije.

Br. koeficijenti Desna
Baza |Jedn.| Z | X | Xo | A4 yi | Y2 | v | 7y | zp | strana
0 -1 | =2 0 -2 1 12 0 0 12 | -30
71 1 0 2 0 2 -1 | 12| 0 1 12 30
X2 2 0 |-12| 1 1/4 0 -8 | 0 0 g | 15/4
V1 3 0 2 0 | -2 0 1/4 1 0 | -4 | 4512
[l iteracija:

Kandidati za promenljive koje ulaze u bazu (Tabela Z1-2) su promenljive sa
negativnim koeficijentom u redu (0) tj. Xy i 4. PoSto je komplementarna

promenljiva v; promenljivoj 4 vec u bazi to 41 ne moze biti kandidat za ulazak u
bazu, tj. promenljiva x; ulazi u bazu.
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Promenljiva koja napusta bazu je sledeca:

min{?’—zo;izlz} =min{l5;11.25} — promenljiva v; napusta bazu.

— novi vodec¢i red:
0 2 0 -1/2 0 1/4 1 0 -1/4 45/2] :2

0 1 0 -1/4 0 1/8 1/2 0 -1/8 45/4] —s novi vodedéi red

— novi red O:

[(1 -2 0 -2 1 1/2 0 0 1/2 -30] DE—

0 1 0 -1/4 0 1/8 1/2 0 -1/8 45/4]x2 + —

[F1 0 0 -5/2 1 3/4 1 0 1/4 -15/2] — novi red 0
—novi red 1:

0 2 0 2 -1 -1/2 0 1 1/2 -30] Da—

01 0 -1/4 0 1/8 1/2 0 -1/8 45/4]x(-2) + —

0 0 0 5/2 -1 -3/4 -1 1 3/4 15/2] — novi red 1
— novi red 2:

0 -1/2 1 1/4 0 -1/8 0 0 1/8 15/4] D

0 1 0 -1/4 0 1/8 1/2 0 -1/8 45/4]x(-1/2) +—

0 0 1 1/8 0 -1/16 1/4 0 1/16 75/8] —s novi red 1

U tabeli Z1-3 prikazane su vrednosti promenljivih nakon Il iteracije.

Tabela Z1-3. Kraj Il iteracije.

Br. koeficijenti Desna
Baza | Jedn. | Z X1 | X9 M Y1 Yo Vi 1 Z, | Strana
0 1|0 0 | -512 1 3/4 1 0 U4 | -15/2
1 1 0 0 0 5/2 -1 -3/4 | -1 1 3/4 15/2
X9 2 0 0 1 1/8 0 ~1/16 | 1/4 0 116 | 75/8
X1 3 0 1 0 | -1/4 0 18 | 112 0 | -1/8 | 45/4
[ iteracija:

Promenljiva koja ulazi u bazu (Tabela Z1-3) je /; jer je jedino njen koeficijent u
redu (0) negativan, takode njena komplementarna promenljiva vq viSe nije u bazi
pa je 1 komplementarno ogranicenje zadovoljeno.
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Promenljiva koja napusta bazu je sledeca:
15 75

2.8
5'1
2 8

min =min{5; 75} — promenljiva z; napusta bazu.

— novi vodec¢i red:
[0 0 0 5/2 -1 -3/4 -1 1 3/4 15/2] x2/5

[0 0 0 1 —2/5 —3/10 —2/5 2/5 3/10 3] — novi vodeéi red

—novi red O:

[-<1 0 0 -5/2 1 3/4 1 0 1/4 -15/2] DE—

[0 0 01 —-2/5 —-3/10 -2/5 2/5 3/10 3|x5/2+ —

<1 000 00 011 0] — novired 0
— novi red 2:

[0 0 1 1/8 0 -1/16 1/4 0 1/16 75/8] DE—

[0 0 01 -2/5 -3/10 -2/5 2/5 3/10 3]x(-1/8) +—

[0 0 1 0 1/20 -1/40 3/10 -1/20 1/40 9] — novi red 2
— novi red 3:

01 0 -1/4 0 1/8 1/2 0 -1/8 45/4] D

[0 0 01 —-2/5 —-3/10 —2/5 2/5 3/10 3|x(1/4)+ —

01 0 0 —-1/10 1/20 2/5 1/10 -1/20 12] — novi red 3

U tabeli Z1-4 prikazane su vrednosti promenljivih nakon I11 iteracije.

Tabela Z1-4. Kraj Il iteracije.

Br. koeficijenti Desna

Baza |Jedn. | Z | X1 | Xo M Y1 Yo Vi 4] Zo | Strana
0 -1 ] 0 0 0 0 0 0 1 1 0
1 1 0 0 0 1 -2/5 | =3/10 | -2/5 | 2/5 | 3/10 3
X9 2 0 0 1 0 1/20 | -1/40 | 3/10 | -1/20 | 1/40 9
X1 3 0 1 0 0 -1/10 | 120 | 2/5 | 110 | -1/20 | 12

Posto su veStacke promenljive svedene na nulu (nisu vise u bazi), vrednost
funkcije cilja je jednaka nuli i koeficijenti u redu (0) uz promenljive su svi
pozitivni ili jednaki nuli, to je dobijeno optimalno resenje svedenog zadatka
linearnog programiranja. Optimalne vrednosti su:

X1=12, X2 =9 /1123.
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Resenje polaznog zadatka kvadratnog programiranja je: (Slika Z1-2)
X1 =12, X =9.

Maksimum funkcije cilja, pri ograni¢enju X +2- Xy <30 iznosi: (slika Z1-2)
f (X1, X2)=15-% +30-Xp +4-X1 - X9 —2-x12 —4-x§,
f(12,9)=15-12+30-9+4-12.9—-2.12% —4.9% = 270,

3d6

2001
f(x1,x2)

100

x2

15

Slika Z1-2. Optimalno resenje x; =12, x, =9, f(12,9)= 270.
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