Kvadratno programiranje

Problem kvadratnog programiranja razlikuje se od problema linearnog
programiranja samo po tome Sto funkcija cilja ukljucuje i ¢lanove oblika XJ2 i
Xj +Xj (i #]). Ovu vrstu problema NP karakteriSe kvadratna forma funkcije cilja

f(x). ¥

Kvadratna forma
Kvadratnom formom n promenljivih x3,Xo, ..., X, naziva se funkcija od n

promenljivih oblika: *2

n n
Z:ZZqij-xi-xj.

i=1j=1
Ako se sa Q=[gjjlnxn oznadi kvadratna matrica dimenzije n i sa
X=[X Xo .. Xy] N — dimenzioni vektor, kvadratna forma se u matricnom
obliku moze zapisati kao:
z=X-Q- x' 1. (xT — transponovano x)
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RN
[ n n n n n
=[X0 2 it X X2 2 Gi2 X Xnc 2 GinXi | = 2 2 Gij X Xj. <3
R i=1 i=1 i=1j=1

Koeficijent u matrici Q uz ¢lanove X; - X je jednak gjj +ji.-
Kvadratna forma z=x-Q- x" je pozitivno definitna ukoliko za bilo koji vektor

X#0vazi X-Q- x" >0. Ukoliko vazi X-Q- x' >0 kvadratna forma je pozitivno
semidefinitna. *4
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Kvadratna forma z = x-Q-xT je negativno definitna ukoliko za bilo koji vektor

X#0vazi X-Q- x' <0. Ukoliko vazi X-Q- x' <0 kvadratna forma je negativno
semidefinitna. *5

Kvadratna forma z=x-Q- X" je nedefinitna ukoliko za neki vektor x’ pozitivno
(semi)definitna a za neki drugi vektor x" negativno (semi)definitna. *6

Primer:

Data je kvadratna forma z=x-Q- x| = x12 +2-X - X +x§. Odrediti vektor x i
matricu Q kao i oblik kvadratne forme.

Kvadratna forma ima dve promenljive n = 2 ..

X=[X Xo], xT:{Xl]

X2

Elementi na glavnoj dijagonali matrice Q su koeficijenti uz cisto kvadratne
Clanove:

h1=1,  d2=1
Koeficijenti uz meSovite ¢lanove X; - Xj moraju da zadovolje sledeci uslov:
Gij +dji,

odnosno u ovom slucaju:
Qi +021=2.

Posto nema ogranicenja za elemente matrice Q vrednosti, koje koeficijent g5 i
gp1 MOQu uzeti, ima beskona¢no mnogo. U slucaju da je matrica Q simetri¢na tada
je:

Qij = dji = ij»
Sto daje:

ho+0p1=2 — 2-Q1p=2 — @2 =1, odnosno:

G2 =11021=1.

Matrica Q je oblika:
o 11
1ol
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Konacno:

11
[x1 Xz]'{1 J'

:x12+x1-x2+x1-x2+x§ — x12+2-x1-x2+x§.

X1 X1
L }=[X1+X2 X1+X2]'L }=X1'(X1+X2)+X2'(X1+X2)=
2 2

Data kvadratna forma je pozitivno definitna jer je za svako X #0 x-Q- x' >0, tj.

x12+2-x1-x2+x%:(x1+x2)2>O.

Pozitivno semidefinitna kvadratna forma x-Q- X! >0 sa simetriénom matricom Q
je konveksna funkcija na celoj oblasti definisanosti.

Pozitivno definitna kvadratna forma x-Q- x' >0 sa simetrinom matricom Q je
strogo konveksna funkcija na celoj oblasti definisanosti.

Negativno semidefinitna kvadratna forma x-Q- x' <0 sa simetri¢nom matricom
Q je konkavna funkcija na celoj oblasti definisanosti.

Negativno definitna kvadratna forma x-Q- x' <0 sa simetriénom matricom Q je
strogo konkavna funkcija na celoj oblasti definisanosti.

Zadatak kvadratnog programiranja se defini$e kao: (matri¢ni zapis) */

rnaxf(x):c-xT —x-Q.xT,

pri ograni¢enjima:
A-xT <b, i xj20, (=12, ..,n),

gde je:
¢ — vektor konstanti dimenzije n,
A — matrica ograni¢enja dimenzije (mxn),
X — vektor promenljivih dimenzije n,
Q — simetri¢na matrica dimenzije (nxn),
b — vektor kolona konstanti dimenzije m.

U razvijenom obliku, postavka zadatka kvadratnog programiranja je sledeca: *8
n n

n
max f(X)=2.¢j-Xj— 2 D djk Xk - Xj
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pri ograni¢enjima:
811X +82° X2 +...+ 8 Xy <hy,
o1 X taoo X +...+a8on " Xp sz,

X =20,% 20,..., X5 0.

Da bi funkcija cilja f(x) imala maksimum to funkcija cilja mora da bude
(strogo)konkavna tj. kvadratna forma mora da bude pozitivno semidefinitna

x-Q-xT >0 ili pozitivno definitna x-Q-xT >0 (zbog znaka ,—” u funkciji
cilja), dok je c- x! i konveksna i konkavna funkcija.

Postoji visSe metoda za reSavanje zadatka kvadratnog programiranja. Jedna od
najvise primenjivanih je tzv. Modifikovana simplex metoda. Osnova ove metode je

da se postave KKT uslovi 1 da se ti uslovi izraze na nain pogodan za primenu
linearnog programiranja.

KKT uslovi za kvadratno programiranje*9

L ag| —ux i
1. ——Z/l za x=x*,j=1,2, ..., n
Xj ia axJ

n m
Cj -2- ijk - Xk —Z/li - djj <0.
k=1 i=1
Koeficijent 2 ispred sume u gornjem izrazu je iz sledecih razloga:

- kada je k = j trazi se izvod od XJ2 Sto je 2-Xj,
- kada je k #  koeficijent meSovitog ¢lana Xy - Xju kvadratnoj formi je jednak
djk +0kj 9de je qjk =0j (simetrina matrica).

m ag
2. Xj | —— /1 —=1

za x=x*,j=1,2, ..., n
Xj ox; )

Xj LCJ -2 ijk - Xk —Zli -aij]:O.
k=1 i=1
3. gj(x*) -k <0 zai=1,2, .., m

n *
Zaij “Xj —b; <0.
j=1
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4. % -[gi (x*)—bj]=0 zai=1,2, ..., m.

n *
/i l:za” - Xj —bi]=0.

j=1
5. x]f >0 zaj=1,2, .., n.
6. 4 >0 zai=1,2, ..., m.

Uslov za primenu simplex metode je da ograni¢enja budu u obliku jednacina. 1z
tog razloga u uslove 1 i 3 se uvode nenegativne dopunske promenljive Y (G=1,2,

Lo n) v (1=1,2, ..., m). Uslovi 1 i 3 sada imaju slede¢i oblik: *10

n m
1. cj —Z'i(zlqjk'xk —_Zl/li aj+yj=0, yj=0, j=12,..n.
= 1=

n *
3. Zaij-xj—bi+vi =0, vj 20, =1,2, ..., m.
j=1
Uvodenjem dopunskih promenljivih yj Gg=1, 2, .. n)uuslove 1, uslovi 2 se
mogu napisati tako da se zahteva Xj ili yj=0 tj.:
2. Xj-yj=0, j:1,2,...,n.

Takode, uvodenjem dopunskih promenljivih v; (i =1, 2, ..., m) u uslove 3, uslovi 4
se mogu napisati tako da se zahteva 4 ili v; =0 tj.:
4, /li Vi =0, i:l,2, ey, M,

Svaki par promenljivih (xj,yj) i (4,vj) predstavlja tzv. komplementarne

promenljive, zato §to samo jedna od dve promenljive moze biti razlic¢ita od nule.
Posto sve promenljive Xj, yj 7 1 Vi moraju biti nenegativne to se uslovi 2 i 4

mogu izraziti kao jedan i to:

n m
ZXJ' -yj +Z/1i -V =0.
j=1 i=1

Prethodni izraz se naziva komplementarno ogranicenje. *11
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Pogodna forma KKT uslova kvadratnog programiranja za primenu modifikovane
simplex metode je sledeca: *12

n m
cj—Z-quk-xk—Z‘i/li-aij+yj=O, j=1,2,...,n.

k=1 i=
n *
Zaij “Xj —bj +v; =0, I=1,2, ..., m.
=1
XjZO, ijO, j=1,2, vy N
%4 =20,v; >0, =12, ..., m.

n m
ZXJ' -yj +Zﬂ,i Vi =0.
j=1 i=1

Prethodni sistem ograni¢enja, 0sim komplementarnog uslova, predstavlja
ograni¢enja linearnog programiranja.

Za bilo koji zadatak kvadratnog programiranja odgovaraju¢i KKT uslovi se mogu
svesti na sistem ograni¢enja koji sadrzi ograni€enja linearnog programiranja plus
jedno komplementarno ogranicenje.

Ova ograni¢enja u matri¢noj formi su oblika: *13
c’ —2-Q-xT AT AT +y=0,
A-x' —b+v=0,
x>0,y>0,4>0,v>0,
X-y+4-v=0,

gde suy, b i v vektori kolone, c, x i A - vektori (red), A 1 Q matrice.

U postavci zadatka kvadratnog programiranja poslo se od pretpostavke da se trazi
maksimum funkcije cilja tj. da je funkcija cilja konkavna a kako su ograni¢enja
data u obliku linearnih funkcija, i predstavljaju konveksan skup, posledica
Teoreme #1 (KKT uslovi) je sledeca:

Posledica. Vektor x je optimalno reSenje zadatka kvadratnog programiranja ako i
samo ako postoje vrednosti za vektore y, A i v takve da sva Cetiri vektora zajedno
zadovoljavaju sve postavljene uslove.

Originalni zadatak kvadratnog programiranja se na ovaj nacin svodi na

ekvivalentni problem trazenja dopustivog reSenja u odnosu na novoformirani
sistem ograni¢enja.
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Modifikovana simplex metoda

Modifikovana simplex metoda se zasniva na ¢injenici da su KKT uslovi za
kvadratno programiranje, osim komplementarnog ogranicenja, ustvari ogranic¢enja
linearnog programiranja. Komplementarno ograni¢enje nedozvoljava da obe
komplementarne promenljive bilo kog para istovremeno budu bazisne promenljive
(bazisne promenljive > 0). *14

Na taj nacin problem se svodi na trazenje pocetnog dopustivog bazisnog resenja za
data ograniCenja vodeci ra¢una o komplementarnom ogranicenju za izbor bazisnih
promenljivih, nakon ¢ega se normalno nastavlja sa simplex metodom uzimaju¢i u
obzir komplementarno ogranicenje (prva faza dvofazne simplex metode).

Za odredivanje pocetnog dopustivog bazisnog reSena potrebno je uvesti veStacke
promenljive zj (u opStem slu¢aju njih n+m) u ogranicenja u kojima promenljive ne
ispunjavaju uslov nenegativnosti. Nakon toga se nastavlja sa prvom fazom
dvofazne (simplex) metode i pocetni zadatak se svodi na traZzenje minimuma

sledece funkecije cilja:
minF =)z, *15
I

pri ograni¢enjim dobijenim iz KKT uslova u koje su dodate veStacke promenljive
Z|,, poStujuci sledece pravilo za izbor promenljivih koje ulaze u bazu: *16

Pri izboru promenljivih koje ulaze u bazu iz razmatranja se izostavljaju
nebazisne (slobodne) promenljive cija je komplementarna promenljiva
ve¢ u bazi. Izbor izmedu ostalih nebazisnih promenljivih se vrsi na
osnovu vazecih kriterijuma.

Ovo pravilo obezbeduje zadovoljavanje komplementarnog ograni¢enja pri primeni
simplex metode.

Kada se dobije optimalno reSenje oblika: 17
X*, A% y*, v*, 21=0, 2, =0, ..., Znym =0,

prve faze dvofaznog (simplex) metoda tada je x* trazeno optimalno reSenje
zadatka kvadratnog programiranja. Fazu dva dvofaznog (simplex) metoda nije
potrebno raditi.
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Pitanja:

CoNoA~WNE

13.

14.
15.
16.
17.

Razlika izmedu linesrnog programirana i kvadratnog programiranja.
Kvadratna forma (matri¢ni oblik).

Kvadratna forma (razvijeni oblik).

Kada je kvadratna forma pozitivmo definitna odnosno semidefinitna.
Kada je kvadratna forma negativno definitna odnosno semidefinitna.
Kada je kvadratna nedefinitna.

Postavka (definicija) zadatka kvadratnog programiranja (matri¢ni oblik).
Postavka (definicija) zadatka kvadratnog programiranja (razvijeni oblik).
KKT uslovi za kvadratno programiranje.

. Svodenje KKT uslova na oblik pogodan za primenu linearnog programiranja.
. Komplementarno ograni¢enje kvadratnog programiranja.
. Forma KKT uslova kvadratnog programiranja za primenu modifikovane simplex metode

(razvijeni oblik).

Forma KKT uslova kvadratnog programiranja za primenu modifikovane simplex metode
(matri¢ni oblik).

Prakti¢no znacenje komplementarnog ogranic¢enja u primeni modifikovane simplex metode.
Funkcija cilja modifikovane simplex metode.

Pravilo za izbor promenljive koja ilazi u bazu, modifikovane simplex metode.

Oblik optimalnog reSenja modifikovane simplex metode i konac¢no reSenje zadatka
kvadratnog programiranja.



