Nelinearno Programiranje - Primeri

Zadatak 01

Za funkciju dve promenljive:
f(x1,%) = X{ +X3,

naci stacionarne tacke i odrediti njihovu prirodu.
ReSenje:

Stacionarne tacke se odreduju iz sistema algebarskih jednacina koji se dobija
izjednacavanjem prvih parcijalnih izvoda funkcije sa nulom:

iZZ-M:O, — X =0,
8x1
ﬂ=2-X2=0, —> X2=O,
5X2

odakle proizilazi da data funkcija ima jednu stacionarnu tacku ¢ije su koordinate

A (xa, x2) = A(0,0).

Da bi se odredila priroda stacionarne tacke, prvo je potrebno odrediti oblik funkcije
u okolini stacionarne tacke. U tu svrhu potrebno je formirati Hessian matricu, tj.
odrediti druge parcijalne izvode:

ot _, ot _, &t _
ot xE OO
Hessian ma:[ricaje oblika: i
0% f 0% f
2 Oxq-OX 2 0
H = 8)2(1 12 2 :|: :|
o-f o-f 0 2
Ox -O0Xp o3

Kako su elementi Hessian matrice konstante a glavni minori D;=2>0 |
D, =4>0, to je na osnovu Silvester-ovog kriterijma Hessian matrica pozitivno
definitna, na celoj oblasti definisanosti funkcije.

Definitnost Hessian matrice se moze odrediti i na osnovu njenih sopstvenih
vrednosti, na sledec¢i nacin:
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0

2—1
det[H—A-I]zdet{
0 2-1

}(2—1)2:0,

odakle su sopstvene vrednosti Hessian matrice 4 =1, =2>0. Kako su elementi

Hessian matrice konstante i na osnovu sopstvenih vrednosti moze se zakljuciti da
je Hessian matrica pozitivno definitna, na celoj oblasti definisanosti funkcije.

Na osnovu definitnosti Hessian matrice i cCinjenice da postoji samo jedna
stacionarna tacka, zakljucuje se da je funkcija strogo konveksna i da stacionarna
tacka A(0, 0) predstavlja jedinstveni globalni minimum. Vrednost funkcije u tacki
globalnog minimuma iznosi f(0,0)=0. lzgled funkcije prikazan je na grafiku na

slici Z1-1.

10 —10

Slika Z1-1. Grafik funkcije f(xq,Xp)=X{ +X3.
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Zadatak 02

Za funkciju dve promenljive:
2
f(x,x2) =0 —%2)",
naci stacionarne tacke i odrediti njihovu prirodu.
ReSenje:

Stacionarne tacke se odreduju iz sistema algebarskih jednacina koji se dobija
izjednacavanjem prvih parcijalnih izvoda funkcije sa nulom:

of
—=2-(X—X92)=0, — X =Xo,
o (% —x2) 1=X2
of
—=-2-(X=X%X2)=0, > X =Xo,
o (X —x2) 1=X2

odakle proizilazi da data funkcija ima beskonacno mnogo stacionarnih tacka koje
se nalaze na pravoj xq = X».

Da bi se odredila priroda stacionarnih tacaka, kao 1 oblik funkcije u okolini
stacionarnih taCaka potrebno je formirati Hessian matricu, tj. odrediti druge
parcijalne izvode:

8%t

02t o2t
2 —_— 2 =
8x1

21 2 ' -
OX5 Oxq - OX2

Hessian matrica je oblika:

%t %t |
H_ oxt  Oxq 0% :{2 —2}
6% f 021 -2 2]
Ox 0% ox5

Kako su elementi Hessian matrice konstante a glavni minori D;=2>0 i Dy =0,

to je na osnovu Silvester-ovog kriterijma Hessian matrica pozitivno semidefinitna,
na celoj oblasti definisanosti funkcije.

Definitnost Hessian matrice se moze odrediti i na osnovu njenih sopstvenih
vrednosti, na slede¢i nacin:

2—-4 =2
det[H—A-I]:det{

., 2_1}=A(A—4)=0,
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odakle su sopstvene vrednosti Hessian matrice 4 =0 i Ay =4>0. Kako su

elementi Hessian matrice konstante i na osnovu sopstvenih vrednosti moze se
zakljuCiti da je Hessian matrica pozitivno semidefinitna, na celoj oblasti
definisanosti funkcije.

Na osnovu definitnosti Hessian matrice zakljucuje se da je funkcija konveksna i da
stacionarne tacke na pravoj x; =Xo predstavljaju lokalne minimume. Vrednosti

funkcije u taCkama lokalnog minimuma su medusobno jednake 1 iznose
f (»,#) =0. Kako je vrednost funkcije u tackama lokalnih minimuma najmanja na

celoj oblasti definisanosti to tacke lokalnih minimuma prestavljaju 1 globalni
minimum. Izgled funkcije prikazan je na grafiku na slici Z2-1.

Slika Z2-1. Grafik funkcije f(xq,Xo)= (X —Xp).
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Zadatak 03

Za funkciju dve promenljive:
f (X, %) =(X+X,)°=3-X-X°—60-X,,

naci stacionarne tacke i odrediti njithovu prirodu.
ReSenje:

Stacionarne tacke se odreduju iz sistema algebarskih jednacina koji se dobija
izjednaCavanjem prvih parcijalnih izvoda funkcije sa nulom:

of 2 2
—=3-(X +X»)°-3-%x5 =0,

o (X1 +X%2) 2
i=3-(X1+X2)2—6-X1'X2—60:0-
6x2

Gornji sistem algebarskih jednacina posle sredivanja se moze napisati u obliku:
X1°(X1+2°X2)=O, —> X]_:O, X1=—2°X2,
X2 + x5 —20=0.

Zamenom vrednosti za Xy =0 u drugu jednacinu dobija se:
Xo =12- \/E ,

dok se zamenom x; =—2- X u drugu jednacinu dobija:

x% =4, 0odnosno x, =+2, odakle je x; =F4.

Na osnovu reSenja prethodnog sistema jednacina, zakljuCuje se da data funkcija
ima Cetiri stacionarne tacke ¢ije su koordinate:

Au(x1, X2) = A1(0,2-/5), Ap(xq, Xp) = A (0,—2:5),
A3 (X1, X2) = Ag(4,2), A3, X2) = Au(4,-2).
Da bi se odredila priroda stacionarnih tacaka, kao i1 oblik funkcije u okolini

stacionarnih tacCaka potrebno je formirati Hessian matricu, tj. odrediti druge
parcijalne izvode:

2 2 2
%:6-(x1+x2), %:6«2, o't =6-X;.
X OX5 OXg - OX3

Hessian matrica je oblika:

6-(x1+Xp) 6-X
H(x, Xz){ 5 6. |
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1. Oblik funkcije 1 priroda stacionarne tacke u okolini stacionarne tacke

A (0, 2-/5)

Definitnost Hessian matrice u okolini stacionarne tacke A1
Hessian matrica u okolini stacionarne tacke Aq je oblika:

H(O’Z'ﬁ’{ubﬁ 12.06}'

I nacin:

Glavni minori Hessian matrice u okolini stacionarne tatke Aq su Dy =12-4/5>0 i
D, =720>0, pa je na osnovu Silvester-ovog Kriterijma Hessian matrica, u okolini
stacionarne tacke A1, pozitivno definitna.

II nadin:
Sopstvene vrednosti Hessian matrice u okolini stacionarne tacke Ay (0, 2-x/§),
odreduju se iz:

12-4/5-2 0

_(19. JE_ 2 _
0 12-J_—;L_(12JE Am=0.

det[H (012 +/5) - 4-1]=

odakle su sopstvene vrednosti Hessian matrice 4, =4, —12-/5>0. Na osnovu

sopstvenih vrednosti moZze se zaklju€iti da je Hessian matrica, u okolini
stacionarne tacke A1, pozitivno definitna.

Na osnovu definitnosti Hessian matrice, u okolini stacionarne tacke A1, zakljucuje
se da je funkcija u okolini stacionarne tacke A strogo konveksna i da stacionarna
tacka Ajq predstavlja lokalni minimum. Vrednost funkcije u stacionatnoj tacki

A (0, 2-~/5) iznosi:
f(0,2-4/5)=-80-+/5.

2. Oblik funkcije 1 priroda stacionarne tacke u okolini stacionarne tacke

Ay (0,—2-+/5)

Definitnost Hessian matrice u okolini stacionarne tacke Ao
Hessian matrica u okolini stacionarne tacke A, je oblika:

H‘O"z'ﬁ){_u&ﬁ 120@}'
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I nacin:

Glavni minori Hessian matrice u okolini stacionarne tatke Ay su Dy =—12-4/5 <0
I D,=720>0, pa je na osnovu Silvester-ovog kriterijma Hessian matrica, u
okolini stacionarne tacke Ao, negativno definitna.

II nadin:
Sopstvene vrednosti Hessian matrice u okolini stacionarne tacke Ay (0, —2-\/5),
odreduju se 1z:

~12./5-2 0

—(-12-+5-1)% =0,
0 ~12-5-2 ( )

det[H (0,-12-+/5) - 2-1]=

odakle su sopstvene vrednosti Hessian matrice A, = 4, —-12-/5<0. Na osnovu

sopstvenith vrednosti moZze se zaklju€iti da je Hessian matrica, u okolini
stacionarne tacke Ao, negativno definitna.

Na osnovu definitnosti Hessian matrice, u okolini stacionarne tacke Ao, zakljucuje
se da je funkcija u okolini stacionarne tacke Ay strogo konkavna i da stacionarna
tacka Ay predstavlja lokalni maksimum. Vrednost funkcije u stacionatnoj tacki

Ay(0,—2-~/5) iznosi:
f(0,—2-4/5)=80-+/5.

3. Oblik funkcije 1 priroda stacionarne tacke u okolini stacionarne tacke Ag(—4, 2)

Definitnost Hessian matrice u okolini stacionarne tacke A3
Hessian matrica u okolini stacionarne tacke Az je oblika:

~12 -24
H(—4,2):L24 b }

I nacin:
Glavni minori Hessian matrice u okolini stacionarne tacke Az su D; =—12<0 i
D, =—720<0, pa na osnovu Silvester-ovog kriterijma nije moguce odrediti

definitnost Hessian matrice, u okolini stacionarne tacke As.

I nacin:

Sopstvene vrednosti Hessian matrice u okolini stacionarne tacke Ag(—4,2),
odreduju se 1z:

-12-1 -24

det[H(-4,2) - 4-1]=

—2_720=0,
24 12—}
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odakle su sopstvene vrednosti Hessian matrice /; =12-+/5>0, 1, =—12-4/5<0.

Na osnovu sopstvenih vrednosti moZe se zakljuciti da je Hessian matrica, u okolini
stacionarne tacke Az, nedefinitna.

Na osnovu definitnosti Hessian matrice, u okolini stacionarne tacke Ag, nije
moguce odrediti oblik funkcije tako da stacionarna tacka A3 predstavlja prevojnu
tacku. Vrednost funkcije u stacionatnoj tacki Ag(—4, 2) iznosi:

f(-4,2)=-80.

4. Oblik funkcije 1 priroda stacionarne tacke u okolini stacionarne tacke Ay (4,—2)

Definitnost Hessian matrice u okolini stacionarne tacke Ay
Hessian matrica u okolini stacionarne tacke A4 je oblika:

12 24
H (4, —2):{24 _12]

I nadin:

Glavni minori Hessian matrice u okolini stacionarne tacke A4 su Dy =12>0 |
D, =—720<0, pa na osnovu Silvester-ovog kriterijma nije moguce odrediti
definitnost Hessian matrice, u okolini stacionarne tacke Ay.

I nacin:
Sopstvene vrednosti Hessian matrice u okolini stacionarne tacke Ay(4,-2),
odreduju se 1z:

det[H(4,—2)—,1-I]:‘ = )% -720=0,

12— 1 24
24 -12-)
odakle su sopstvene vrednosti Hessian matrice J; =i-12-+/5, A, =—i-12-+/5. Na

osnovu sopstvenih vrednosti moze se zakljuciti da je Hessian matrica, u okolini
stacionarne tacke Ay, nedefinitna.

Na osnovu definitnosti Hessian matrice, u okolini stacionarne tacke Ay, nije
moguce odrediti oblik funkcije tako da stacionarna tacka A4 predstavlja prevojnu
tacku. Vrednost funkcije u stacionatnoj tacki A4 (4, —2) iznosi:

f(4,—-2)=80.

Izgled funkcije prikazan je na grafiku na slici Z3-1.
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(x1+x2)3—3-x1-x§ —60-X5.

Slika Z3-1. Grafik funkcije f(Xq,X2)
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Zadatak 04

Za funkciju tri promenljive:
f (X1, X2,X3) =3 %1 +8- %o +6-x3—x13—(x2 —8)2 —x§,

naci stacionarne tacke i odrediti njihovu prirodu.
ReSenje:

Stacionarne tacke se odreduju iz sistema algebarskih jednacina koji se dobija
izjednacavanjem prvih parcijalnih izvoda funkcije sa nulom:

223_3.)(12:0, - x=1,x=-1
8x1

ﬂ—8—2-(X -8)=0 - X =12

5X2 2 ’ e
ize_z.XBZO, — X3=3.

6X3

Na osnovu reSenja prethodnog sistema jednacina, zakljucuje se da data funkcija
ima Cetiri stacionarne tacke ¢ije su koordinate:

A, X2, X3) = AL 12,3), Ap(Xq, X2, X3) = Ao (-1,12,3).

Da bi se odredila priroda stacionarnih tacaka, kao 1 oblik funkcije u okolini
stacionarnih taCaka potrebno je formirati Hessian matricu, tj. odrediti druge
parcijalne izvode:

2 2 2
ALY i Y
8x1 aXZ 8X3
o%f 0%t 0%t
8X1 . (9X2 ' 8X1 -8X3 , 8X2 -8X3
Hessian matrica je oblika:
-6-y 0 O
H(X, X2, X3)=| O -2 0|
0 0 -2

1. Oblik funkcije 1 priroda stacionarne tacke u okolini stacionarne tacke

A(L123)
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Definitnost Hessian matrice u okolini stacionarne tacke A1
Hessian matrica u okolini stacionarne tacke A1 je oblika:

6 0 0
H@L12,3)=| 0 -2 0
0 0 -2

I nacin:

Glavni minori Hessian matrice u okolini stacionarne tacke A; su Dy =-6<0,
D, =12>0 i D3=-24<0, pa je na osnovu Silvester-ovog kriterijma Hessian
matrica, u okolini stacionarne tacke A1, negativno definitna.

II nadin:
Sopstvene vrednosti Hessian matrice u okolini stacionarne tacke A(1,12,3),
odreduju se iz:

—6-4 0 0
detfH(1123)-2-1]=] 0 -2-4 0 |=(-6-2)-(-2-4)-(-2-1)=0,
0 0 -2-2

odakle su sopstvene vrednosti Hessian matrice 4 =-6<0, 1,=-2<0,
A3 =—2<0. Na osnovu sopstvenih vrednosti moze se zakljuciti da je Hessian
matrica, u okolini stacionarne tacke A1, negativno definitna.

Na osnovu definitnosti Hessian matrice, u okolini stacionarne tacke A1, zakljucuje
se da je funkcija u okolini stacionarne tacke Aq strogo konkavna i da stacionarna
tacka Aq predstavlja lokalni maksimum. Vrednost funkcije u stacionatnoj tacki
A (L,12,3) iznosi:

f(1,12,3)=91.

2. Oblik funkcije 1 priroda stacionarne tacke u okolini stacionarne tacke

Po(-112.3)

Definitnost Hessian matrice u okolini stacionarne tacke Ao
Hessian matrica u okolini stacionarne tacke A je oblika:

6 0 0
H(-1,12,3)=[0 -2 0
0 0 -2
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I nacin:
Glavni minori Hessian matrice u okolini stacionarne tacke Ay su D;=6>0,
D, =-12<0 i D3=24>0, pa na osnovu Silvester-ovog Kriterijma nije moguce

odrediti definitnost Hessian matrice, u okolini stacionarne tacke As.

I nacin:
Sopstvene vrednosti Hessian matrice u okolini stacionarne tacke Ap(—1,12,3),
odreduju se iz:

6-14 0 0
det{H(-1123)-4-1]=| 0 -2-2 0 |=(6-2)-(-2-2)-(-2-1)=0,
0 0 -2-2

odakle su sopstvene vrednosti Hessian matrice 4 =6>0, 1,=-2<0,
/3 =—-2<0. Na osnovu sopstvenih vrednosti moze se zakljuciti da je Hessian
matrica, u okolini stacionarne tacke Ay, nedefinitna.

Na osnovu definitnosti Hessian matrice, u okolini stacionarne tacke Ao, nije
moguce odrediti oblik funkcije tako da stacionarna tacka A, predstavlja prevojnu
tacku. Vrednost funkcije u stacionatnoj tacki Ap(—1,12,3) iznosi:

f(-1,12,3)=87.
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Zadatak 05

Za funkciju dve promenljive:
f (X, X2)=2-%X - X2 +2-x2—x12—2~x§,

gradijentnom metodom odrediti stacionarne tacke i njihovu prirodu.

ReSenje:
Za primenu gradijentne metode potrebno je prvo odrediti prve parcijalne izvode
(gradijent) funkcije:

i:z.xz _2,Xl’

8X1

5X2

odnosno: Vf (xg, Xo) =(2-Xp —2-%1,2-% +2—4-Xp).

Da bi se odredila priroda stacionarnih tacaka, kao 1 oblik funkcije u okolini
stacionarnih taCaka potrebno je formirati Hessian matricu, tj. odrediti druge
parcijalne izvode:

8%t

o2 f o2 f
2 2
8x1

-2, —
8X§

aX]_ . 5X2 B

Hessian matrica je oblika:

-2 2
H(Xl,Xz){z _4]

Kako su elementi Hessian matrice konstante a glavni minori D;=-2<0 |
D, =4>0, to je na osnovu Silvester-ovog kriterijma Hessian matrica negativno

definitna, na celoj oblasti definisanosti funkcije. Na osnovu definitnosti Hessian
matrice dalje se zakljucuje da je funkcija strogo konkavna.

Inicijalizacija:

Za pocetnu tacku za primenu gradijentne metode bira se takca x’ = (0, 0) i usvaja
se ¢ =0.01.

Vrednost gradijenta funkcije u pocetnoj tacki je Vf(0,0)=(0,2). Kako uslov
of 10xj|<e za i = 1, 2 nije uspunjen u podetnoj tacki, potrebno je krenuti sa
iteracijama.
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1. iteracija: tacka x' = (0, 0)
1. Korak:

x1=xi+t-[ﬂ] =0+t-(2:0-2-0) - x =0,
OX1 ) y—x

x2=x’2+t~£ij =0+t-(2:0+2-4-0) >xp=2-t.

aXZ X=X

f (X' +t-VE(X))=f(x,%)=f(0,2-1),
=2.0-2-t+2-2-t-0%-2.(2-1)?,
=4.t-8-t2.

Il korak:

Parametar t se odreduje iz uslova:
max f (0, 2-t) =max{4-t —8-t2},
t>0 t>0

odnosno
d 2 . 1
—(4-t—-8-1°)=4-16-t=0, odakle je t*==.
dt 4

Il korak:
Nova tacka x' se odreduje na sledec¢i nacin:
x'=x"+t*.Vf(x’), odnosno

xi=xi+t*-ﬂ :O+1-(2-O—2-0)—>xi:0,
6X1 X:X' 4

x'2=x’2+t*-i =O+1-(2-O+2—4-0)—>x’2:1.
8X2 X=X 4 2

Vrednost gradijenta funkcije u novoj tacki X" = (0, 1/2) je Vf (0,1/2) = (1, 0). Kako
uslov |6f /6xj| <& za i = 1, 2 za novu tacku nije ispunjen potrebno je nastaviti sa
iteracijama.

2. iteracija: tacka x' = (0, 1/2)
Il Povoviti korake prikazane u iteraciji 1. !!

Iteracije je potrebno ponavljati dok se ne ispuni uslov \af /axi\ <gzai=1,2.

Karakteristi¢ni rezultati po iteracijama prikazani su u Tabeli Z5-1.
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Tabela Z5-1

. Karakteristi¢ni rezultati po iteracijama.

Iter.| X’ VE(x) | X' +t-VE(X) | f(X'+t-VI(X))| t* | X' +t*-VI(X)
1 1
1] (0,0 | (0,2 0, 2:1) 41-8-t° | 0.)
1 1 1 5 1 11
2 | (0, 1,0 t, — —+t-t - P
)| wo | ) 5 oGy
11 11 3 5 1 13
3| (== 0,1 —, =+t —+t-2-t — —,
(2 2) @D (2 2 ) 4 4 (2 4)
13 1 1 1.3 7 1.1 -] 1 33
41| &0 SHI,0) | o+ttt | ==
(2 4) (2 ) (2 2 4) 8 4 4 2 (4 4)
: (0592, : (0.992+§0.008-t, ' | 5
16 0.996) (0.008, 0) 0.996) 0.5 (0.996, 0.996)
(0.996, (0.996,
17 | G.006) | ©0008) | 996.0.008.1 0.25 | (0.996, 0.998)

Grafik funkcije 1 nacin konvergencije g{&}dij entne metode prikazan je na slici Z5-1.

e
i

—

Slika Z5-1. Grafik funkcije f(Xq,X2)=2-X X2 +2:-Xo — x12 -2 x% :

Kao $to se vidi iz tabele Z5-1 reSenje konvergira tacki X* = (1, 1), koja predstavlja

optimalno reSenje 1 ujedno i globalni maksimum. To se potvrduje ¢injenicom da je:
Vi(@,1)=(0,0).
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Zadatak 06

Za funkciju dve promenljive:
f 0. %2) = (4 ~1)% +(x - 2)%,

metodom neposrednog isklju¢ivanja promenljivih odrediti stacionarne tacke i
njihovu prirodu, pri ¢emu promenljive X; I Xo treba da zadovolje sistem
ograni¢enja:

X1 S4,

X1+ Xo = 5.

ReSenje:
Uvodejnj em izravnavajucih promenljivih sistem ogranic¢enja se svodi na kanonicki
oblik i postaje:
X1+ X3 = 4,
X1 + X9 =95,
odnosno:
X1 = 4 — X3,
Xo =1+ X3.

Zamenom gornjih izraza za x i xp u funkciju f(xl,xz):(xl—l)2 + (X9 —2)2,
zadatak se svodi na odredivanje bezuslovnog ekstrema funkcije: (slika Z6-1)
f(x3) = (B—x3)" +(x3 -1)°.

f(x3)
25|

20 |

15 -
\55

X3

1 23 s
Slika Z6-1. Oblik funkcije f(xg)=(3—xX3)? + (X3 —1)°.
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Ekstrem funkcije f(x3) dobija se iz uslova:
AV _5.3-x9)-(-D+2- (-1 =0,
(3X3

NB) g xg—8-0, >xg=2.
5X3

Za x3 =2, funkcija f(x3)=(3- x3)2 + (X3 —1)2 ima minimum jer je:

2
a~(x3) (;(3) =4>0.
8X3

Vrednosti izravnavaju¢e promenljive X3=2 odgovaraju vrednosti stvarnih
promenljivih:
Xp =2, X0 =3.

Slika Z6-2. Grafik funkcije f(xq,Xy) = (X —1)? + (X, —2)? pri
ograni¢enjima X; <4, X + Xo =5.

Vrednost funkcije f(xq,%2)= (X —1)2 + (X9 — 2)2 u tacki A(2, 3) je:
f(2,3)=2.

Vrednosti funkcije u grani¢nim tackama, koje su defeinisane ograni¢enjima,
B(4, 1) i C(0, 5) su sledece:
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B: f(4,1)=10, C: f(0,5)=10.

Kona¢no, tacka A(2, 3) predstavlja uslovni minimum, dok tacke B(4, 1) i C(0, 5)
predstavljaju uslovni maksimum funkcije f(xq,x5). (slika Z6-2)

Tacka A(2, 3) nije stacionarna tacka funkcije f(x1,X2)=(X —1)2 +(Xp — 2)2 jer
ne zadovoljava uslov:

of

A 2. -1 =0, > x =1,
o, (¥ —1) 1

of

L 2. (% =2)=0, > xy =2.
o (X2 —2) 2
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Zadatak 07

Za funkciju tri promenljive:
f(xl,xz,x3)=9—8-x1—6-x2—4-x3+2~x12+2~x§+x§+2-x1-x2 +2-X - X3,

na¢i minimum tako da bude zadovoljeno ogranicenje:
X +Xo+2-%3 <3, X; >0,1=1,2,3.

ReSenje:
Uvodenjem izravnavajuc¢e promenljive X4 >0 ograniCenje se svodi na kanonicki
oblik i postaje:

Xp+Xo+2-Xg3+ X4 =3.

Izrazavanjem promenljive X iz jednacine ogranicenja dobija se:
Xp=3—Xo —2-X3—X4,

Sto zamenom u f (X, X, X3):
f(Xl,Xz,X3)=9—8-(3—X2—2-X3—X4)—6'X2—4-X3+2-(3—X2—2-X3—X4)2+
+2-x§+x§+2-(3—x2—2-x3—x4)-x2+2-(3—x2—2-x3—x4)-x3,

problem odredivanja minimuma svodi na odredivanje ekstrema funkcije
f (Xo,X3,X4) sa ograni¢enjima nenegativnosti.

Stacionarne tacke se odreduju iz sistema algebarskih jednacina koji se dobija
1zjednaCavanjem prvih parcijalnih izvoda funkcije sa nulom:

i:—4+4-x2+2-x3+2-x4=0,
8x2
of
—=—6+2-X+10-%,+6-x, =0,
OX,
i:—4+2-x2 +6-%X3+4-X4=0.
8X4

Resenja prethodnog sistema jednacina su xp =1, X3 =11 X4 =—1, odakle sledi da
X4 mMmora biti jednako nuli. Zamenom x4=0 u prve dve jednacine i
zanemarivanjem trece sistem se svodi na:

2- Xo + X3 = 2 ,

X2 + 5. X3 = 3.
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ReSenja gornjeg sistema su:
7 4

X2=§, X3=§.

Dalje je potrebno proveriti da li tacka A(Xp, X3, x4)=A(g,g, 0) zadovoljava
potrebne uslove optimalnosti pri optimizaciji gde su ogranienja samo uslovi

nenegativnosti. Zamenom A(g, g, 0) u sistem jednacina prvih parcijalnih izvoda

dobija se:
i:—4+4-x2+2-x3+2-x4 :—4+4-Z+2-ﬂ+2-0:0,
aXZ 9 9
ﬂ:—6+2-x2+10-x3+6-x4:—6+2-Z+1O-ﬂ+6-0:0,
OX, 9 9
i:—4+2-x2 +6-x3+4-x4:—4+2-z+6-ﬂ+4-0:g>0,
OXq 9 9 9

na osnovu cega se moze zakljuciti da su potrebni uslovi optimalnosti, da tacka

A(g, g 0) bude uslovni minimum funkcije f(x,,x3,X4), zadovoljeni.

Dovoljan uslov je da je funkcija f(xp,X3,X4) u okolini tacke A(g,g,O)

konveksna. Da bi se odredio oblik funkcije potrebno je formirati Hessian matricu
odnosno nac¢i druge parcijalne izvode:

0%t 0%t 0% 1
—2 - 4, —2 210 y —2 = 4,
aXZ 6X3 8X4
o%f o%f o%f
OXp -OXg OXp -OXgq OX3 - OX4
Hessian matrica je oblika:
4 2 2
H(X2,X3,X4)= 2 10 6.
2 6 4

Glavni minori Hessian matrice su D; =4>0, D, =36>0 i D3 =8>0, pa je na

osnovu Silvester-ovog kriterijma Hessian matrica pozitivno definitna. Na osnovu
oblika Hessian matrice i vrednosti glavnih minora moze se zakljuciti da je funkcija
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strogo konveksna na celoj oblasti definisanosti, §to znaci da je ispunjen dovoljan

uslova da tacka A(g, g 0) bude uslovni minimum funkcije f(xo,%3,X4).

. 7 4 . :
Zamenom vrednosti za X, =g %=g1X =0 uizraz za xq:

X1=3—X2—2-X3—X4:3—g—2°g+0=%,
12 7 4

dobija se tacka B(xf, xz, x§)= B(E’ 9’ 5) za koja predstavlja uslovni minimum
funkcije f(xq,X2,%3), Sto ¢e biti pokazano primenom KKT uslova optimalnosti
(nije neophodno).

Pri proveri KKT wuslova optimalnosti prvo je potrebno formirati uopStenu
Lagrange-ovu funkciju @(x, 1), gde jen =3, m =1:

QD(xl,xz,x3,11):9—8-x1—6-x2—4-x3+2-x12+2-x§+x§+2-x1~x2 +2-%] - X3 —
—/11-(X1+X2 +2-X3—3).

Uslov 1.
*
0Pt A) S0 zaj=1.23.
8Xj
a) a—@:—8+4-xf+2-x’2k+2-xg+/11:—8+4-E+2-Z+2£+}.120,
Xy 9 "9 "9
2 2
=Ly 20, o h22.
g 159
b) a—@:—6+4-x;+2-xf+/11=—6+4-z+2-g+/1120,
8x2 9 9
2 2
=——+ 120, >4 2—.
g "t 159
c) a—qj=—4+2.x§+2.xf+2-;L1:—4+2-f+2£+2-11zo,
OX3 9 " 9

=—£+2-/1120, —)/1122.
9 9

Prvi uslov je zadovoljen za /4 > g
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Uslov 2.
ol OD(x*, 1)

j 0, zaj=1,2,3.
an

a) xf-(—8+4-xf+2-x;+2-x§+11)=0,
b) xZ-(—6+4-xZ+2-xI+Al)=O,
C) x§-(—4+2-x§+2-xf+2-/11)=0.

Kako je xf :%>O, x; =g>0 [ x§:g>0 to je drugi uslov je zadovoljen za
2
q=—.
179
Uslov 3.

gj(x*)—bj <0, zai=l

* * *
X1 + X9 +2-X3—3S0,

E+Z+2-ﬁ—3:0,—>zadovo|java.
9 9 9
Uslov 4.
% [gi ) -bi]=0,  zai=L.
2

5.0 =0, — zadovoljava.

Uslov 5.
Xj20, zaj=123.

XI=E>O, x;:Z>O [ x§:£>0, — zadovoljava.
9 9 9

Uslov 6.

% =20, za i=1.

M = S >0, — zadovoljava.
12 7

9'9
tacka B ispunjava potreban uslov da bude minimum funkcije f(x,X2,X3).

* k% 4, . : :
Posto tacka B(Xq, Xp, X3) = B( 5) ispunjava sve KKT uslove, to znaci da
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Dovoljan uslov je da je funkcija f(xq,X2,%3) u okolini tacke B(% g ﬂ) bude

konveksna. Da bi se odredio oblik funkcije potrebno je formirati Hessian matricu
odnosno naci druge parcijalne izvode:

2 2 2
Pty Pl P,

5X1 aXZ 5X3

o%f *t o%f
8X1 . 8X2 ’ 8X1 . 5X3 , 6X2 . 8X3

Hessian matrica je oblika:

D

H (X, X2, X3) =| 2

N
o B~ DN
N O DN

Glavni minori Hessian matrice su D; =4>0, D, =12>0 i D3 =8>0, pa je na

osnovu Silvester-ovog kriterijma Hessian matrica pozitivno definitna. Na osnovu
oblika Hessian matrice i vrednosti glavnih minora moze se zakljuciti da je funkcija
strogo konveksna na celoj oblasti definisanosti.

Pored toga Sto funkcija treba da bude konveksna, takode funkcije u ograni¢enjima
(uslovaima) treba da budu konveksne. Funkcija uslova gj(X)=Xq+ Xy +2-X3,

predstavlja zbir tri linearne funkcije Sto znaci da je ona konveksna.

Na osnovu gore iznetog, ispunjen je i dovoljan uslova da tacka B(%,g g) bude

uslovni minimum funkcije f (X, X5,%3).

Vrednost funkcije u tacki B(%, g, g) je:

12 7 4
‘355’
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Zadatak 08

Za funkciju tri promenljive:

f(Xl!XZ;X3)=6'X1+4-X2+2-X3—3-Xf_2.X§_%,X2’

naci njenu maksimalnu vrednost tako da budu zadovoljena ogranicenja:
Xp+Xo +X3 = 5,
X3 = X1 + Xo, X;>0,i=1,2,3.

ReSenje:
Druga nejednacina u sistemu ograni¢enja se moze napisati u obliku:
X1 +Xo —X3 <0.

Uvodenjem izravnavajuc¢e promenljive X4 >0 drugo ogranicenje se svodi na
kanonicki oblik 1 postaje:
X1 +Xo —X3 + X4 =0.

Ako se drugo ograni¢enje napiSe u obliku X +Xp =X3—X4 1 zameni u prvo
ogranicenje, tada se sistem ograni¢enja moze svesti na jednu jednacinu oblika:

2-%3 — X4 =5, odakle je x3 :5+2X4 .

Zamenom izraza za promenljivu x3 u funkciju f(xq, x», x3) dobija se:

2
f(X,X2,X4)=6-X +4-Xo0+5+ X4 —3-x12 —2~x% —%-%.
1 problem odredivanja maksimuma svodi se na odredivanje bezuslovnog ekstrema
funkcije f(xq,X%2,X4).

Stacionarne tacke se odreduju iz sistema algebarskih jednacina koji se dobija
1zjednacavanjem prvih parcijalnih izvoda funkcije sa nulom:

of

—=6-6-X% =0, — X =1,
o 1 1
i=4—4-X2 =0, —)X2=1,
5X2

of 1
—=1-"-5+%x4)=0 —>x4=1.
oxa c (5+x4) 4

Zamenom X4 =1 u izraz za X3 dobija se:
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_5+x4 5+1
2 2

X3 y —> X3 =3.

Sada je potrebno proveriti da li tacka A(L1,3) predstavlja tacku uslovnog
maksimuma funkcije f(X,Xp,X3) ispitivanjem potrebnih (KKT) i dovoljnih
uslova optimalnosti.

Pri proveri potrebni KKT uslova optimalnosti prvo je potrebno formirati uopstenu
Lagrange-ovu funkciju @(x, 1), gde jen =3, m =2:

D(Xq,X9,X3, M, 42) =6-%X1 +4- X +2-x3—3-x12—2-x§—%-x32,—

— M- (X +X2+X3—=5)— Ao - (X + X2 —X3).

Uslov 1.
*
MSO’ 7aj=1,2,3.
5Xj
a) a—¢=6—6-XI—11—12=6—6°1—ﬂ~1—)~2SO,
5X1
=—M -1 <0, >4 =4=0.
oD *
b) —=4—4-X2—/11—/1224—4-1—/11—12S0,
8x2
=y —7p <0, >/ =Jp=0.
oD 2 x 2
C —=2——X3—M+Ap=2—-—-3-/1+1» <0,
) o 3 X3 ATA 3 1+ 742

Z—i]_+ﬂ,2 <0, —)i]_:lz =0.
Prvi uslov je zadovoljen za 4, =4, =0.

Uslov 2.
* 0D(X*, 1)
N
J
a) X (6—6-% —J—4)=0,
b)  Xp-(4—4-X5—J—Ap)=0,

0, zaj=123.

C) Xg'(2—§~X§—/11+12)=0.
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Kako je xf:1>0, x; =1>0 i x§:3>0 to je drugi uslov je zadovoljen za
=729 =0.

Uslov 3.
gi(x*)—b; <0, zai=1.2.
xf+x§+x§—5£0,
1+1+3-5=0, — zadovoljava.

xf + x; - xg <0,
1+1-3=-1<0, — zadovoljava.

Uslov 4.
4 -[gi(x*)—bj]=0, zai=1.2.
/4 =72 =0, — zadovoljava.

Uslov 5.
Xj20,  zaj=123.

xf=1>0, x; =1>0i x§:3>0, — zadovoljava.

Uslov 6.
% =0, zai=1,2.

/4 =72 =0, — zadovoljava.

Posto tacka A(Xic : X;, Xg) = A(L 1, 3) ispunjava sve KKT uslove, to znaci da tacka
A ispunjava potreban uslov da bude minimum funkcije f(xq, Xo,X3).

Dovoljan uslov je da je funkcija f(xq,X,%3) u okolini tacke A(1,1,3) bude
konkavna. Da bi se odredio oblik funkcije potrebno je formirati Hessian matricu
odnosno naci druge parcijalne izvode:

2 2 2
g P, 02

(3X1 5X2 8X3 3

o%f *f o%f
8X1 . 8X2 ’ 8x1 . aX3 ’ 8X2 . 8X3

ZIV-26



Hessian matrica je oblika:
-6
H(x, X2, X3) =| 2
2

Glavni minori Hessian matrice su D; =—6<0, Dy =24>0 i D3=-16<0, pa je
na osnovu Silvester-ovog kriterijma Hessian matrica negativno definitna. Na
osnovu oblika Hessian matrice i vrednosti glavnih minora moze se zakljuciti da je
funkcija strogo konkavna na celoj oblasti definisanosti.

Pored toga $to funkcija treba da bude konkavna, funkcije u ogranicenjima treba da
budu konveksne. Funkcija prvog ogranic¢enja gq(X)=X; + Xo + X3, predstavlja zbir
tri linearne funkcije Sto znaci da je ona konveksna, takode funkcija drugog
ogranicenja go(X)= X +Xo —Xg se sastoji od tri linearne funkcije sto znaci da je i

ona konveksna.

Na osnovu gore iznetog, ispunjen je i dovoljan uslova da tacka A(L1,3) bude

—4
0

2
0

2 .

uslovni minimum funkcije f (X, X5,%3).

Vrednost funkcije u tacki A(L,1, 3) je:

f(1,1,3)=8.
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Zadatak 09

Naci uslovni maksimum funkcije viSe promenljivih:

Max f(xl,xz):xlz+2-x2,

sa ogranic¢enjima u obliku jednakosti:
2 2
9(x,X2) =X{ +x3 =1.
U ovom slucaju, (x1,Xo) je ograni¢eno na krug polupre¢nika 1, €iji je centar u

koordinatnom pocetku, tako da je cilj pronaci tacku na ovom krugu koja daje
najvecu vrednost f( xy, x5 ).

Za dobijanje optimalnog reSenja koristice se metod Lagrange-ovih mnozitelja.
Prvo je potrebno formirati funkciju @(x, 1) =®(xq, X2, 41) gde je (n=2, m=1):

D(x1, %2, /1) = f (X0, X2) =21 -[91. (%1, %2) — oy |
D(X1,X9,4) = x12 +2-Xp —/11-(x12 + x% -1,

tako da je:
oD
—=2-X—2-}-% =0,
% 1 1°%1
o
8X2
oD

o

=2-2-)1-% =0,

:—(x12+x§ -1)=0.

Iz prve jednacine se dobija da je 44 = 1ili ¥ = 0. Ako je 4 = 1, tada se iz
preostalih dveju jednacina se dobija daje xo =11 X = 0. Ako je x; =0, tada se iz
trece jednacine dobija da je Xo= + 1. Prema tome, postoje dve stacionarne tacke
tacke za pocetni problem i to: Aj(xy, Xo) = (0, 1) i Aa(X, X2) = (0, —1). Dakle,

ocigledno je da su ove tacke globalni maksimum, odnosno minimum respektivno.
(slika Z9-1)
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1. 0.5 0.0 —0.5 *1d
x2

Slika Z9-1. Funkcija f(xq,%0) = X12 +2- X sa ograni¢enjima

2 2
g(X, X9) =X +x5 =1.
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Zadatak 10

Za matematicki model transportnog problema sa nelinearnom funkcijom cilja:
min f (x) :3-x121+7-x122 +8-x§1+4-x%2,

sa linearnim ograni¢enjima:
X111+ X2 = 20,
X921+ X9p = 40,
X11+X21= 30,
X12 + X990 =30,
Xij >0,1=1,2;j=1, 2.

Odrediti optimalni plan transporta i iznos minimalnih transportnih troskova.

ReSenje:

Broj jednacina ograni¢enja kod zatvorenog transpornog problema je m+n = 2+2 =4
(m — broj izvora, n — broj destinacija) dok je broj nezavisnih ograni¢enja r =m + n
—1=2+2 -1 =3, §to znaci da se jedna od promenljivih u ograni¢enjima moze
uzeti za slobodnu tj. nezavisnu promenljivu.

Ako se za slobodnu promenljivu uzme promenljiva Xoq, to se pocetni sistem
ograni¢enja moZe napisati u slede¢em obliku:

X117 =30—X21,
X2 = X1 —10,
Xo9o = 40— X21.

Primenom metode neposrednog isklju¢ivanja promenljivih, tj. zamenom izraza za
X11, X12 | X99 u izraz za funkciju cilja problem se svodi na iznalaZenje ekstrema

funkcije jedne promenljive Xxo1:
min f (X1) =3 (30— Xp1)? + 7+ (Xp1 —10)? +8- X371 +4- (40 — X01)2.

Iznalazenjem prvog izvoda funkcije cilja po promenljivoj Xo1 1 njegovog
izjednacavanja sa nulom dobija se: (potreban uslov)

afag(x21) =—6-(30—Xp1) +14- (X971 —10) +16- X901 —8- (40— X21) =0,
21

44'X21—640=0, —)X21=%=14.54.

Kako je drugi izvod funkcije cilja (dovoljan uslov):

ZIV-30



2
N"(X21) _6,14416+8=44>0,
x5
21

to za xp1 =14.54 funkcija cilja f (xp1) ima minimum.

Zamenom vrednosti X5 =14.54 u izraze za Xy1, X12 | Xpo dobija se:
%11 =30—Xp1 =30-14.54=15.45,
X12 = Xp1—10=14.54-10=4.54,
Xop =40—Xp1 =40-14.54=25.45.

Za ove vrednosti Xj1, X2, Xp1 I Xoo Koje predstavljaju optimalni plan transporta,
minimalni iznos transportnih troSkova je:

f(x)=3-15.45% +7-4.54% +8-14.54% + 4.25.45% = 514249,

Dati transportnig problem sa nelinearnom funkcijom cilja takode se moze resiti 1
primenom metode Lagrange-ovih mnozitelja. Prvo, potrebno je formitati funkciju
@D(X, 4): (n=4, m=4)
D(X, 1)=3- x121+7-x122 +8- x§1+4-x%2 — N - (X1 + X2 —20) -
— 72 - (Xo1+ X2 —40) — A3 - (X1 + X1 —30) = 44 - (X12 + X22 =30).

NalaZenjem prvih parcijalnih izvoda dobija se sistem jednacina:
oD

(1) aXl]-:G-Xll—/ll—ig:O, —> 1126-X11—13,
oD

2 ——=14-X49o =11 — A4 =0,

(2) oy 12 =M — 44
oD

(3) 8)(—21:16-X21—/12—/13=0, —> /12216-X21—13,
oD

4 ——— =8-X99—Ar— Ay =0,

(4) o 20 — Ay — 44
oD

5) —=—-(X1+X2-20)=0,

(5) o (X1 +X12 —20)
oD

6) —=—(Xp1+X9p—40)=0,

(6) o (X21 + X2 —40)
oD

7)) —=—(X1+X%X21—-30)=0,

(7) s (X1 + %21 —30)
oD

8) . —=-(x2+x22=30)=0.
Oy
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Izrazavanjem /4 iz (1) i zamenom u (2) dobija se:
(9) 14'X12—6'X11+13—l4 =0.

Izrazavanjem /o iz (3) i zamenom u (4) dobija se:
(10) 8- X292 -16- X21+i3 —14 =0.

IzjednaCavanjem izraza (9) 1 (10) dobija se:
(11) 14. X12 —6- X11 =8- X929 -16- X21-

Zamenom Xq1 iz izraza (5), Xpq iz izraza (6) i Xop iz izraza (8), u izraz (11) dobija

Se:

44-X12=200, - X12—i—2=454

Zamenom vrednosti X o U izraze (5), (6) i (8) dobija se

Xll—%—l545 X21=%—1454 X22=%—2545

Zamenom vrednosti za X1, X12, Xo1 1 Xpo U iztaze (9) i (10) dobija se:
50 . 170 320

9) 14-——6-—+Ja—4Ay =0 ———+ A — A4 =0,
9) 11 TR TR

. 280 160 320
10) 8. -16- 42—y =0 ——+ 12—, =0.
(10) 1 TR TR

Izrazi (97) i (10%) su identi¢ni, Sto je posledica Cinjenice da kod zatvorenog
transportnog problema broj nezavisnih ogranicenja je za jedan manji od ukupnog
broja ograni¢enja. Jedna od osam promenljivih mora biti slobodna promenljiva, u
ovom slucaju bira se da je slobodna promenljiva 44 i dodeljuje joj se vrednost nula
tj.: 44 =0, odakle sledi da je:

320

Ja =22
ST

Zamenom vrednosti A3 u izraze (1) i (2) dobija se:
170 320 700

J1=6-X{1—Ja =6 ,
e . R TR T T

160 320 2240
o =16 Xo1 — Ja =16
27RRITABT T T 11
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