Nelinearno programiranje

U mnogim stvarnim situacijama cesto je potrebno direktno reSavati problem
nelinearnog programiranja. Uopsteno, problem nelinearnog programiranja se
moze formulisati na slede¢i nacin: pronac¢i vrednosti za veli¢ine — promenljive
X = (X, X2, ..., Xn) Koje maksimiziraju funkciju cilja: *1

max f(x),

pri ograni¢enjima (funkcionalna ogranicenja):
gi(x) <hj, zai=1,2, ..., m,

I (uslovima nenegativnosti):
X>0,

gde su f(x) 1 gj(x) date funkcije n — promenjivih.

Vrste problema nelinearnog programiranja *2

Problemi nelinearnog programiranja se javljaju u razliitim oblicima i1 formama. Za
razliku od simpleks metode za linearno programiranje, nijedan algoritam ne moze
reSiti sve ove razliCite vrste problema. Umesto toga, razvijeni su algoritmi za
razlicite vrste (klase) problema nelinearnog programiranja. Neke od najvaznijih
vrsta problema nelinearnog programiranja navedene su u slede¢em tekstu.

Bezuslovna optimizacija *3
Problemi bezuslovne optimizacije nemaju ograni¢enja koja se namecu na
promenljive, tako da je cilj nac¢i optimalnu (maksimalnu ili minimalnu) vrednost
funkcije:

max f(x),

u odnosu na x — vektor promenljivih, X = (X1, X2, ..., Xy )-

Nelinearno programiranje sa linearnim skupom ogranicenjima *4

Probleme nelinearnog programiranja sa linearnim skupom ogranicenja karakteriSu
ograni¢enja koja u potpunosti odgovaraju ogranienjima linearnog programiranja,
Sto znaci da su sve funkcije ograni¢enja gj(x) linearne, dok je funkcija cilja f(x)
nelinearna. Problem je znacajno pojednostavljen s obzirom da je samo funkcija
cilja nelinearna 1 da je skup dopustivih reSenja definisan linearnim ograni¢enjima.
Poseban sluc¢aj ovog problema predstavlja kvadratno programiranje.

Kvadratno programiranje
Problemi kvadratnog programiranja imaju ogranic¢enja u obliku linearnih funkcija,
dok je funkcija cilja f(x) definisana kvadratnom formom. Prema tome, jedina
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razlika izmedu problema kvadratnog programiranja i problema linearnog
programiranja je ta Sto u funkciji cilja kvadratnog programiranja postoje ¢lanovi
izrazeni preko kvadrata promenljive ili proizvoda dve promenljive.

Konveksno programiranje *5
Konveksno programiranje pokriva Siroku klasu problema koja obuhvata kao
posebne slucajeve sve tipove nelinearnog programiranja kada je f(x) konkavna
funkcija. Pretpostavke su da je:

1. f(x) je konkavna funkcija.

2. Svaka od funkcija ograni¢enja gj(x) je konveksna funkcija.

Separabilno programiranje *6
Separabilno programiranje je specijalan slucaj konveksnog programiranja, gde se
uvodi jo$ jedna dodatna pretpostavka:

3. Sve funkcije f(x) i gj(x) su separabilne funkcije.

Separabilna funkcija je funkcija gde svaki ¢lan funkcija jedne promenljive, tako da
se funkcija moze izraziti kao zbir funkcija pojedinih promenljivih. Npr. ako je f(X)
separabilna funkcija, ona se moze napisati u obliku:

n
fo) =2 (xj),
j=1

gde je svaka od funkcija fj(xj), funkcija samo jedne promenljive ;.

Nekonveksno programiranje

Nekonveksno programiranje obuhvata sve probleme nelinearnog programiranja
koji ne zadovoljavaju pretpostavke konveksnog programiranja. Dve posebno vazne
vrste su Geometrijsko programiranje i Frakciono programiranje.

Bezuslovna optimizacija funkcije jedne promenljive

Najjednostavniji slucaj nelinearnog programiranja je problem bezuslovne
optimizacije sa samo jednom promenljivom x (n = 1). Razmotrimo funkciju jedne
promenljive, prikazanu na slici 1V-1. Prikazana funkcija nije ni konveksna ni
konkavna funkcija.

Potreban uslov koji treba da bude zadovoljen da bi odredeno resenje x = x* bilo ili
minimum ili maksimum tj. stacionarna tacka, je da: *7
df (x)
dx

0 zax=x*.
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Slika I1VV-1. Problem bezuslovne optimizacije funkcije koja nije ni konveksna ni
konkavna.

Prema tome, na slici 1V-1 postoji pet resenja koja zadovoljavaju postavljene
uslove. Da bi se dobilo vise informacija o prirodi ovih pet stacionarnih tacaka,
neophodno je ispitati znak drugog izvoda. Tako, ako je:

d2f(x)
dx?

>0 za X = x*,

tada resenje x* mora da bude barem lokalni minimum [ako vazi, f(x*) < f(x) za
sve x dovoljno blizu x*]. Dovoljan uslov da x* bude lokalni minimum je da f(x)
bude strogo konveksna u okolini reSenja x*. *8

Sli¢no, dovoljan uslov da x* bude lokalni maksimum je da f(x) bude strogo
konkavna u okolini resenja X* (ako je d 2§ (x)/ dx? <0 zax = X*). %9

Ako je drugi izvod jednak nuli, problem nije reSen (dato reSenje moze biti prevojna
tacka), 1 neophodno je ispitati izvode viSeg reda.

Da bi se pronasao globalni minimum [resenje za x* takvo da vazi f(x*) < f(x) za
svako x], potrebno je uporediti sve lokalne minimume i odrediti onaj koji daje
najmanju vrednost za f(x). Ako je ta vrednost f(x) manja od f(x) kada x — —oo i
kada X — +oo (ili manja od f(X) u krajnjim tackama, ako je f(x) definisana na
kona¢nom intervalu), tada je data tacka globalni minimum. Takva tacka je
prikazana na slici 1V-1, zajedno sa globalnim maksimumom, koji se odreduje na
analogan nacin. *10

Medutim, ako se zna da je f(X) ili konveksna ili konkavna funkcija, analiza postaje

mnogo jednostavnija. Ako je f(x) konveksna funkcija (d 2§ (x)/dx2 >0), na celoj
oblasti definisanosti, tada za svako resenje x* takvo da:

df (x) _

dx

0 zax=x*
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se automatski zna da je globalni minimum. Drugim re¢ima, ovaj uslov nije samo
potreban, ve¢ i dovoljan uslov za globalni minimum konveksne funkcije. *11

Il Napomena: Dato reSenje za X* ne mora da bude jedinstveno jer, na intervalu gde
je prvi izvod jednak nuli, moze postojati viSe reSenja sa istom vrednosti globalnog
minimuma !!

Sli¢no tome, ako je f(x) konkavna funkcija, na celoj oblasti definisanosti, tada:
df (x) _
dx

0 zax=x*

postaje i potreban i dovoljan uslov da x* bude globalni maksimum. *11

Ako je f(x) strogo konkavna funkcija, na celoj oblasti definisanosti, potreban i
dovoljan uslov da odredeno reSenje x = x* bude jedinstveno optimalno —
jedinstveni globalni maksimum je:

df (x)

0 zax=x*,
dx

kao $to je prikazano na slici 1V-2. Sli¢cno tome, potreban i dovoljan uslov da
odredeno reSenje X = x* bude jedinstveni globalni minimum je isti, ako je f(x)
strogo konveksna funkcija na celoj oblasti definisanosti. *12

fx) A o _,
dx —

/ v

Slika IV-2. Bezuslovna optimizacija - strogo konkavna funkcija jedne promenljive.

Generalno, ako se jednacina df (x)/dx=0 mozZe resiti direktno za x*, prvi deo
posla se zavrSen. Medutim, ako f(x) nije jednostavna funkcija, pa prvi izvod nije
npr. u obliku linearne ili kvadratne funkcije, mozda nece biti moguce analiticki
resiti dobijenu jednacinu i tada se problem mora reSavati numericki. U svakom
slu¢aju, u drugom delu, mora se utvrditi priroda svakog reSenja x* (lokalni
minimum ili maksimum, globalni minimum ili maksimum).
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Bezuslovna optimizacija funkcije vise promenljivih

Sada ¢e se razmatrati problem odredivanja maksimuma konkavne funkcije f(x) vise
promenljivin X = (Xq,X», ..,Xy) kada nema ograniCenja koja se namecu na
promenljive. Dakle, potreban uslov da resenje X = Xx* bude ili minimum ili
maksimum (stacionrna tacka) je da: *13
of (x)
5Xj

=0 zax=x*1zaj=12,...n.

Nakon §to su identifikovane stacionarne tacke koje zadovoljavaju ovaj uslov, svaka
takva tacka se klasifikuje kao lokalni minimum ili maksimum ako je funkcija
strogo konveksna ili strogo konkavna, u okolini date tacke (ako to nije slucaj
potrebno je izvrsiti dodatne analize). *14 Globalni minimum i maksimum se
pronalazi uporedivanjem lokalnih minimuma i maksimuma i zatim proveravanjem
vrednosti funkcije kako se neke od promenljivih priblizavaju —oo ili + co. Medutim,
ako se zna da je funkcija konveksna ili konkavna, na celoj oblasti definisanosti,
stacionarna tacka mora biti globalni minimum, odnosno globalni maksimum,
respektivno. *15

Pretpostavimo da se potreban i dovoljan uslov za optimalnost, dat sistemom
jednacina koji je dobijen izjednacavanjem odgovarajuc¢ih parcijalnih izvoda sa
nulom, ne moze resiti analiticki, tada se mora koristiti neki numericki postupak kao
Sto je npr. gradijentna metoda.

Gradijentna metoda omoguc¢ava numericko resavanje problema na direktan nacin.
Kao i drugi postupci nelinearnog programiranja, gradijentna metoda pronalazi niz
teku¢ih (probnih) resenja koja vode ka optimalnom reSenju. Svaka iteracija
zapoc€inje sa trenutnim tekuc¢im (probnim) reSenjem kao polaznom tackom za
sprovodenje sistematske procedure koja na kraju svake iteracije dovodi do novog
poboljsanog tekuceg (probnog) resenja. *16

Cilj je da se na kraju dostigne tacka u kojoj su svi parcijalni izvodi jednaki (u
sustini) 0. Generalno, gradijentna metoda koristi vrednosti parcijalnih izvoda za
izbor pravca u kojem ce se kretati. Za odredivanje pravaca kretanja od pocetnog
reSenja do optimalnog resenja koristi se gradijent funkcije f(x). *17

Posto se pretpostavlja da je funkcija f(x) diferencijabilna, ona poseduje gradijent,
oznacen sa Vf(X), u svakoj tacki X. Konkretno, gradijent funkcije f(x) u tacki
x = X" je vektor ¢iji su elementi vrednosti parcijalnih izvoda funkcije f(x) u tacki
x=x", 1. *18

Vi (x') =(

za X =Xx'.

of of of
oxp Oy Xy
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Znacaj gradijenta je u tome Sto (infinitezimalna) promena vektora X, koja
maksimizira brzinu kojom se f(x) povecava, je promena koja je proporcionalna
gradijentu Vf (x). Geometrijska interpretacija gradijenta je: pravac gradijenta

VT (x') se tumaci kao pravac usmerene duzi od koordinatnog pocetka (0, O, ..., 0)
do tacke (of /Oxq, of /OXo, ..., Of 10x,), gde je vrednost of /8Xj odredena u tacki

Xj = Xj. Stoga se moZe re¢i da je brzina kojom se f(x) povecava maksimalna ako

su (infinitezimalne) promene vektora x u pravcu gradijenta Vf (x). Posto je cilj da

se nade reSenje koje maksimizira f(x), najbrzi nacin je kretanje u pravcu gradijenta
Sto je viSe moguce.

Gradijentna metoda - osnove

Budu¢i da se ovde radi o problemu bezuslovne optimizacije (nema ogranic¢enja),
dato tumacenje gradijenta sugeriSe da se pri sprovodenju sistematske procedure
(nalaZenja optimalnog reSenja) treba kretati u pravcu gradijenta sve dok se (u
sustini) ne postigne optimalno reSenje X*, gde je Vf (x*)= 0. Medutim, obi¢no nije
prakticno neprekidno menjati X u pravcu Vf(x), jer bi to zahtevao kontinualnu
revalorizaciju of /0xj i promenu pravca putanje. Stoga je bolje izabrati pristup

kretanja po jednom (fiksnom) pravcu, od trenutnog probnog resenja, sve dok f(X)
ne prestane da se povecava. Ova zaustavna tacka bi bila slede¢e probno resenje, $to
zahteva ponovno izracunavanje gradijenta da bi se odredio novi pravac u kome se
treba kretati. Uz ovaj pristup, svaka iteracija ukljucuje promenu trenutnog probnog
reSenja (resetovanje tj. dobijanje novog probnog resenja) na sledeci nacin:

Reset X' =x"+t*.Vf(x),

gde je t* nenegativna vrednost od t koja maksimizira f(x’+t*-Vf(x’)), odnosno:
f (X' +t*-VE(X))=max f (x'+t-VF(x)).
t>0

Ako bi cilj bio da se minimizira f(x), jedna promena u postupku bi bila kretanje u
suprotnom smeru gradijenta pri svakoj iteraciji. Drugim re€ima, pravilo za
dobijanje sledece tacke (probnog resenja) bilo bi:

Reset X'=X'—t*.Vf(x').

gde je t* nenegativna vrednost od t koja minimizira f(x'—t*-Vf(x")), odnosno:
f(x’—t*-Vf(x’)):mig f(x'—t-VI(x)).
t>

IV#2-6



Potrebno je naglasiti da je (X +t-Vf(x')) u stvari f(x) gde je:

Xj :x'j +t-[iJ zaj=1,2, ..., n.
OX i
V) x=x'

I da ovi izrazi za xj ukljucuju samo konstante i t, tako da f(x) postaje funkcija samo

jedne promenljive t. lteracije kod gradijentne metode se ponavljaju sve dok
VT (x)~= 0 unutar male tolerancije ¢, odnosno dok:

<e¢ zaj=l,2,..,n.
8Xj

Ovo pravilo zaustavljanja obi¢no daje reSenje X koje je blizu optimalnom resenju
x*, sa vrednosti f(x) koja je vrlo blizu f(x*). Medutim, to se ne moZe garantovati,
jer je moguce da funkcija ima vrlo mali pozitivni nagib (< ¢) na velikoj udaljenosti
od x do x*.

Najtezi deo gradijentne metode je obi¢no odredivanje t*, tj. vrednosti t koja
maksimizira f u pravcu gradijenta, pri svakoj iteraciji. Buduc¢i da x i Vf(x) imaju
fiksne vrednosti pri maksimizaciji, a kako je f(x) konkavana funkcija, ovo treba
posmatrati kao problem odredivanja maksimalne vrednosti konkavne funkcije
jedne promenljive t. Ako je f jednostavna funkcija, moguce je dobiti analiticko
reSenje za t* izjednacavanjem prvih izvoda po t sa nulom i njihovim resavanjem.

Rezime gradijentne metode *19
Inicijalizacija: 1zabati ¢ i bilo koje pocetno probno resenje X'. Prvo ispitati da li je
pravilo zaustavljanja za pocetno probno resenje X’ zadovoljeno.

Iteracija: *20
1. Izraziti f(x"+t-Vf(x')) kao funkciju od t izraCunavanjem:

Xj = Xj +t-[i) zaj=1,2, ..., n.
an ,
X=X

I zamenom tako dobijenih izraza u f(x).
2. Nacéi t = t* koje maksimizuje f(x'+t-Vf(x')) zat>0.
3. Reset x'=x"+t*-Vf(x"). Nakon toga primeniti pravilo zaustavljanja.

Pravilo zaustavljanja: Izracunati vrednost Vf (x') za x = x'. Proveriti da li je:

<g zasvakoj=12,..,n.
8Xj

Ako je to sludaj, zaustaviti se sa teku¢im X' kao Zeljenom aproksimacijom
optimalnog reSenja X*. U suprotnom, izvesti jos jednu iteraciju. *21
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Uslovna optimizacija funkcije viSe promenljivih — samo ograni¢enja
nenegativnosti

Kada promenljiva Xj ima ograni¢enje nenegativnosti Xj > 0, prethodni potreban i
(mozda) dovoljan uslov za maksimizaciju se menja u: *22

of <0 zax=x* akojex’}:o

Xj |=0 zax=x* akojex’}>0’
za svako takvo j. Ovaj uslov je Py -
prikazan na slici 1V-3, gde je s

optimalno reSenje, problema sa
jednom promenljivom, u tacki X = 0

24 +—(Global maximuem because fix) is concave and

ilako je prvi izvod negativan, a ne a

ax 2= 0atx= 0. Scx = 0is optimal.

nula. Posto je funkcija koja se
maksimizuje,  pri  ogranicenju =
nenegativnosti, konkavna i kako je
vrednost prvog izvoda manja ili
jednaka 0 u tacki x = 0, to je
zadovoljen i potreban i dovoljan B
uslov da x = 0 bude optimalano |
reSenje. Primer pokazuje da
optimalno reSenje moZe biti u tacki
gde je wvrednost prvog izvoda
negativna umesto jednaka nuli, iz -
razloga jer se ta tacka nalazi na .|
granici ograni¢enja nenegativnosti.

0 | 1 1 I
a

' | 2 3 Y
Slika I1V-3. Optimizacija pri
ogranicenjima nenegativnosti.

Optimalno reSenje strogo konkavne funkcije, prikazane na slici 1V-2, takode
zadovoljava ovaj promenjeni potreban i dovoljan uslov (df/dx = 0), jer je optimalno
reSenje X*> 0.

Kada promenljiva Xj ima ograni¢enje nenegativnosti Xj > 0, prethodni potreban i
(mozda) dovoljan uslov za minimizaciju se menja u: *23

of >0 zax=x* akojex’}:o

571' =0 zax=x* akojex’}>0’

za svako takvo j.
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Uslovna optimizacija funkcije vise promenljivih — ogranié¢enja u obliku
jednakosti

Problem pronalazenja maksimuma funkcije f(X), u slu¢aju kada x mora da
zadovoljiti ogranicenja koja su sva u obliku jedna¢ina moze se napisati kao: *24
max f(x),

pri ograni¢enjima:
91(x) = by,
g2(x) = by,

Grm(X) = b

gde jem<n,

Klasicna metoda za reSavanje ovog problema je metoda Lagrange-ovih
mnoZitelja. Ovaj postupak zapoCinje formiranjem Lagrange-ove funkcije: *25

m
D(x,2)= F(X)= D% -[gi(x)-by],
i=1

gde se nove promenljive 4= (4,4, ..., 4n) Nazivaju Lagrange-ovi mnozitelji.
Vazno je napomenuti da za izvodljive vrednosti (reSenja) X, vazi:
gj(xX)—b; =0 za sve i,

u kom slucaju je @(X, 1) = f(x). Stoga, moze se pokazati da ako je (x, 1) = (x*, 1*)
lokalni ili globalni minimum ili maksimum za neograni¢enu funkciju @(x, 1), tada
je x* odgovarajuca stacionarna tacka za polazni problem. Kao rezultat, metoda se
svodi na analizu @(x, 1) postupkom bezuslovne optimizacije. Sto zna¢i da se n +m
parcijalnih izvoda treba izjednaciti sa nulom: *26

oo o 2 Wi _o

_:__Zgi. za j=12,...,n,
Xj X g %

%’):—gi(x)mi:o, za j=12,..,m,
i

i tada ¢e se stacionarne tacke dobiti reSavanjem gornjih jednacina po (X, 4).
Potrebno je napomenuti da su posljednjih m jednacina jednake ograni¢enjima
polaznog problema, Sto znaci da se razmatraju samo izvodljiva reSenja. Nakon
dodatne analize da bi se odredio globalni minimum ili maksimum od &(-), dobijena
vrednost za X je tada trazeno resenje polaznog problema.

Sa prakticnog racunskog stanoviSta, metoda Lagrange-ovih mnozZitelja nije
naroCito korisna procedura. Cesto nije moguce resiti sistem jednacina tj. nije
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moguée odrediti stacionarne tacke. Stavise, ¢ak i kada se stacionarne tacke mogu
odrediti, broj stacionarnih tacaka moze biti toliko velik (Cesto beskonacan), da nije
prakti¢no pokuSavati odredivanje globalnog minimuma ili maksimuma. Medutim,
za odredene vrste malih problema ova metoda se moze uspesno Kkoristiti.

Uslovna optimizacija funkcije viSe promenljivih — Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) uslovi

Potrebni 1 (mozda) dovoljni uslovi koje optimalno resenje problema nelinearnog
programiranja (sa diferencijabilnim funkcijama) mora da zadovolji su takozvani
Karush-Kuhn-Tucker-ovi uslovi (ili KKT uslovi). Ti uslove su izvedeni od
strane Karush-a odnosno Kuhn-a i Tucker-a nezavisno. Njihov osnovni rezultat je
sadrzan u slede¢oj teoremi. *27

Teorema #1. Pretpostavimo da su f(x), g1(x), 92(X), ..., gm(X) diferencijabilne
funkcije koje zadovoljavaju odredene uslove regularnosti. Tada:

X* = (xf,xz, x:),

moze biti optimalno reSenje problema nelinearnog programiranja samo ako postoji
m brojeva 1, 4y, ..., 4y takvih da zadovoljavaju sve naredne KKT uslove:

m .
1. i—ZAi -%sol za X=x*, zaj=1,2, ..., n.
Xj ia O]
. m :
2. Xj- i—z,li .9 =0 za Xx=x*,zaj=1,2, ..., n.
Kj i K]
3. gj(x*)—b; <0 zai=1.2, ..., m.
4. % -[gi(x*)—bi]=0 zai=1,2, ..., m.
5. Xj20 zaj=1,2, ..., n.
6. 420 zai=1,2, ..., m.

Treba naglasiti da uslovi 2 1 4 zahtevaju da proizvod dva ¢lana bude jednak nuli.
Drugim re¢ima, to znaci da najmanje jedan od dva ¢lana mora biti jednaka nuli.
Shodno tome, uslov 4 moze biti kombinovan sa uslovom 3 da bi se izrazio u
drugom ekvivalentnom obliku kao:

(3,4) gi (x*)—bj =0
(ili < 0 ako 2 = 0), zai=12, ..., m.

1 U sluéaju minimizacije prvi KKT uslov je nejednacina oblika “>”.
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Sli¢no tome, uslov 2 moze se kombinovati sa uslovom 1 na slede¢i naéin:

m
1,2) _—zz 99 _
Xj g OXj

(ili <0 ako x? =0), zaj=1,2, ..., n

Kada je m = 0 (nema funkcionalnih ograni¢enja), nestaje suma u gornjem
kombinovanom uslovu (1, 2), koji se tada svodi na uslov prikazan u treCem redu
tabele IV-1. Tako, kada je m > 0, svaki ¢lan u sumi modifikuje uslov (1, 2) za
m = 0 na nacin koji ukljucuje uticaj odgovarajuc¢eg funkcionalnog ogranicenja.

Medutim, potrebno je naglasti da ispunjavanje ovih uslova ne garantuje da je
reSenje optimalno. Kao §to je prikazano u krajnjoj desnoj koloni tabele 1V-1, da bi
se sa sigurnoS¢u moglo tvrditi da je reSenje optimalno, potrebne su odredene
dodatne pretpostavke vezane za konveksnost. Te pretpostavke su precizirane u
posledici Teoreme #1.

Posledica. Pretpostavimo da je f(x) konkavna funkcija i da su g1(x), g»2(x), ...,
dm(x) konveksne funkcije (problem konveksnog programiranja), I da sve ove

* .
funkcije zadovoljavaju uslove regularnosti. Tada je x* = (xl xz, ..., Xp) optimalno
resenje (maksimum) ako i samo ako su zadovoljeni svi uslovi teoreme. *28

U tabeli 1VV-1 su prikazani potrebni i dovoljni uslovi koje optimalno resenje
razliCitih problema nelinearnog programiranja (sa diferencibilnim funkcijama)
mora da zadovolji.

Tabela IV-1. Potrebni i dovoljni uslovi optimalnosti.

Problem Potreban uslov optmalnosti Dovoljan ako je:
Bezuslovna

T df
optimizacija— jedna | — =0 f(x) konkavna
promenljiva dx
Bezuslovna
optimizacija - vise | >~ = 0 (zaj=1.2,...,n) f(x) konkavna
promenljivih )
Uslovna P20 @j-12....n)
ograniéenjja a X] f(x) konkavna
nenegativnosti (ili<0ako xj =0)

Uslovna .
S : f(x) konk -
optimizacija — Karush-Kuhn-Tucker uslovi () kon gvna ' Gi(x)

konveksne (i=1,2 m)
uopsteno *29 o
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Metoda neposrednog isklu¢ivanja promenljivih

U odredenim slucajevima za reSavanje zadatka NP moze se primeniti metoda
neposrednog isklju€ivanja promenljivih. Primena ove metode uslovljena je

dimenzijom problema kao i prirodom ograni¢enja u modelu. Matemati¢ki model
zadatka NP je oblika: *30

max f(x),

pri ogranic¢enjima:
gi(x) <hj, zai=1,2, ..., m,

x>0,

gde je X = (X, X2, ..., Xp)-

Ovako postavljen zadatak NP se moze svesti na kanonicki oblik dodavanjem
izravnavaju¢ih promenljivih, koje po svojoj prirodi moraju biti vece ili jednake
nuli. U tom slucaju sistem ogranicenja se svodi na oblik: *31

gi(X) + X4 —bi=0,zai=1,2, ..., m.

I slucaj: Broj promenljivih je manji ili jednak broju ogranic¢enja (n <m)
Ako postoji moguénost da se stvarne promenljive Xj G =1, 2, .. n)izraze u

zavisnosti od izravnavajucih promenljivih X, i=1,2, ..., m, kao:

Xj =¥ (Xn+1, Xn4+2+- Xn+m)

tada se postavljeni zadatak NP moZe svesti na nalaZzenje bezuslovnog ekstrema
funkcije:

max f (Xn41: X425+ Xn+m) -

11 slu¢aj: Broj promenljivih je veéi od broja ograni¢enja (n > m)
Ako postoji mogucnost da se k (k < m) prvih stvarnih promenljivih x; izraze u

zavisnosti od preostalih (n — k) stvarnih promenljivih i izravnavajuéih promenljivih
Xnti 1=1,2, ..., m, kao:

Xj =W (Xkq1s X421 - Xns - Xnam)

tada se postavljeni zadatak NP moze svesti na nalaZenje bezuslovnog ekstrema
funkcije:

max f (X421, Xk425 1 Xnsoos Xnm) -
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Pitanja:

NoakowhE

10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

24.

25.
26.
217.
28.
29.
30.

31.

Formulacija problema nelinearnog programiranja.

Vrste problema nelinearnog programiranja.

Bezuslovna optimizacija.

Nelinearno programiranje sa linearnim skupom ograni¢enjima.

Konveksno programiranje.

Separabilno programiranje.

Uslov koji treba da bude zadovoljen da bi odredena tacka bila minimum ili maksimum t;.
stacionarna tacka.

Potreban i dovoljan uslov da stacionarna tacka bude lokalni minimun funkcije jedne
promenljive.

Potreban 1 dovoljan uslov da stacionarna tacka bude lokalni maksimum funkcije jedne
promenljive.

Odredivanje globalnog minimuma/maksimuma.

Uslovi da tacka bube globalni maksimum/minimum funkcije jedne promenljive.

Uslovi da tacka bube jedinstveni globalni maksimum/minimum funkcije jedne promenljive.
Potreban uslov da tacka bude minimum ili maksimum funkcije viSe promenljivih pri
bezuslovnoj optimizaciji.

Odredivanje lokalnog minimuma/maksimuma funkcije vise promenljivih pri bezuslovnoj
optimizaciji.

Uslov da stacionarna zacka bude globalni minimum/maksimum funkcije vise promenljivih
pri bezuslovnoj optimizaciji.

Opis gradijentne metode.

Cilj i izbor pravca kretanja gradijentne metode.

Definicija gradijenta funkcije viSe promenljivih.

Koraci u realizaciji gradijentne metode.

Iteracije gradijentne metode — iz ¢ega se sastoje.

Pravilo zaustavljanja gradijentne metode — primena.

Potreban 1 dovoljan uslov za odredivanje maksimuma pri uslovnoj optimizaciji funkcije vise
promenljivih pri ograni¢enjima nenegativnosti.

Potreban 1 dovoljan uslov za odredivanje minimuma pri uslovnoj optimizaciji funkcije vise
promenljivih pri ograni¢enjima nenegativnosti.

Postavka problema uslovne optimizacije funkcije vise promenljivih pri ograni¢enjima u
obliku jednakosti.

Oblik Lagrange-ove funkcije.

Sistem jednacCina za odredivanje stacionarnih tacaka kod metode Lagrange-ovih mnozitelja.
Teorema #1 (KKT uslovi).

Posledica Teoreme #1.

Potrebni i dovoljni uslovi za optimizaciju funkcije vise promenljivih u opstem slucaju.
Metoda neposrednog isklju¢ivanja promenljivih, od ¢ega zavisi primena i postavka
problema koji se mogu reSavati.

Osnovna ideja metode neposrednog isklju¢ivanja promenljivih.
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