Regresiona analiza

Korelacija je mera povezanosti dve ili viSe pojava (dogadaja) ili objekata.
Povezanost (zavisnost) zna¢i da je moguce predvideti jedan dogadaj (pojavu,
karakteristiku) na osnovu ostalih. Na primer, ukoliko je prozor na stanu otvoren, a
pada kiSa, velika je verovatnoc¢a da ¢e stan biti pokvasen. U matematickom smislu
povezanost se odnosi na predvidanje vrednosti jedne zavisno promenljive veli¢ine
na osnovu poznavanja vrednosti ostalih nezavisno promenljivih veliina. Procena se
uvek vrsi uz odredenu verovatnocu ishoda.

Jedan od ciljeva u nau¢nim i stru¢nim istrazivanjima je da se pomocu jednacina opisu
veze medu pojavama koje su rezultat (ishod) eksperimenatalnog rada. Na primer,
moze se uspostaviti veza izmedu temperature 1 pritiska u razli¢itim fazama
tehnolosSkog procesa ili veza izmedu protoka fluida 1 pada pritiska u odredenom
aparatu. Oblast matematike (statistike) koja se bavi pronalaZzenjem jednacina koje
povezuju odredene rezultate eksperimenata (ili merenja) i procenom kvaliteta
dobijenih jednacina se zove regresiona analiza.

Regresiona analiza je skup analiti¢kih tehnika koje se koriste da bi se procenila
medusobna povezanost izmedu pojava ili objekata koji se posmatraju, izraZzenih u
vidu prikupljenih podataka. Kao krajnji rezultat, regresiona analiza treba da ishoduje
odgovarajucu jednacinu (korelaciju) 1 statistiCku ocenu njene preciznosti. Dobijena
jednacina se naziva korelacija (skrac¢eno od korelaciona jednacina) ili regresija (skr.
od regresiona jednacina). *1

Rezultati merenja razli¢itih veli¢ina se dobijaju kao nizovi diskretnih veliina
(tabelarna funkcija), koji najéesc¢e ne omogucavaju detaljniju matematicku analizu
(diferenciranje, integraljenje, itd.). Nakon uspostavljanja funkcionalne zavisnosti
izmedu niza nezavisno promenljivih 1 zavisno promenljive veli¢ine moguce je
koristiti sve pogodnosti matematicke analize' za dalje potrebe.

Za inzenjerske probleme je od velike vaznosti to Sto je unutar intervala prikupljenih
podataka moguce sa (poznatom) tacnoscu vrsiti proracune (procene, predvidanja) u
svrhu projektovanja, konstruisanja, vodenja tehnoloskih procesa, itd. Sa nesto
manjim poverenjem se dobijene jednacine mogu koristiti 1 za prognoziranje zavisno

! Matemati¢ka analiza je oblast matematike koja prou¢ava funkcije i njihove grani¢ne vrednosti, diferencijalni i integralni ragun,
redove itd. Pominje se i pod nazivima viSa matematika, infinitezimalni racun, a na engleskom govornom podruc¢ju kao kalkulus
(calculus).
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promenljivih veli¢ina 1 van intervala u kojima su obavljeni eksperimenti, kada se
proracuni obavljaju u prosirenom podrucju korelacija. Naravno, u ovom slucaju je
neophodno imati na umu da koriS¢enje korelacija moZe da dovede do znacajnih
greSaka.

Zadatak regresione analize se moze matematicki formulisati na slede¢i nacin. Postoji
skup diskretnih veli¢ina X1, Xo, ... Xk, €iji se uticaj analizira u odnosu na veli¢inu Y.
Cilj je da se na osnovu skupova tacaka (x.%;..%y) za I = 1,2,3...n odrediti

zavisnost oblika: *2
Yo = (X4, X000 Xk ) (l)

koja priblizno predstavlja zadatu tabelarnu funkciju, kao Sto je predstavljeno na slici
1.

Yo =1,46+0,022- x*

13
18
21 13
27 18

Slika 1 Zadatak regresione analize

Promenljive xi, X2, ..., Xk se nazivaju regresori i mogu biti ta¢ne vrednosti (u
matematickom smislu), ali mogu biti 1 rezultati merenja razli¢itih pojava ili
karakteristika objekta, §to zna¢i da mogu biti 1 slu€ajne veliCine. Zavisno promenljiva
y se uvek tretira kao slucajna veli¢ina 1 naziva se regresand. Sve vrednosti koje poticu
iz eksperimentalnog rada su prac¢ene (opterecene) greSkama eksperimenta (merenja),
pa je utoliko iznalaZzenje korelacije (1) uvek praceno 1 analizom pojedinacnih
odstupanja jednacine od samih diskretnih vrednosti zavisno promenljive.

U praksi se Cesto pretpostavlja da su izmereni podaci za regresand 1 regresore
slucajne veli¢ine sa normalnom raspodelom. Ako je ta pretpostavka opravdana, onda
se 68,27% vrednosti nalazi u intervalu od +o (o je standardno odstupanje), oko
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95,45% vrednosti se nalazi u intervalu od £2-0, a oko 99,73% se nalazi unutar
intervala £3-0. Pravilo ,,68-95-99,7“ se u statistici koristi kao skra¢enica pomocu
koje se lakse pamte procenti vrednosti koje leze unutar opsega oko srednje vrednosti
u normalnoj raspodeli sa Sirinom od +1, +2 i +3 standardnih odstupanja. *3

Nakon formiranja korelacije (1) neophodno je izvrSiti procenu njene ta¢nosti u
odnosu na tabelarni skup podataka (X1, X2,i, ... Xki, Yi)-

Kada se uspostavi korelacija regresanda i regresora neophodno je jasno i
nedvosmisleno izraziti kvalitet dobijene korelacije. U opStem slucaju korelacija:

Ye1 = fl(x) ) (2)

ne mora da prode ni kroz jednu tacku iz skupa od n parova (x,y;) kako je prikazano

na levom dijagramu na slici 2. Takode kroz isti skup tacaka se moze postaviti (slika
2 — desni dijagram) i druga korelacija oblika:

Yeo = f2(x). (3)

Na osnovu dijagrama sa slike 2 jasno je da se mora uvesti jedan ili viSe kriterijjuma
na osnovu kojih se moze proceniti kvalitet korelacije izmedu jednacina (2) 1 (3) 1
skupa tacaka (x,y;). Na osnovu tih kriterijjuma se moze proceniti koja od korelacija

bolje predstavlja rezultate merenja.

Yoo =1 (%)

o,

Vor =, ) v o) .
g \ i=n yc,z(xi)

Y, 3 ° ° Y e S

yc, 1(Xi) 4 o o

Slika 2 Korelacije (2) i (3) i skup tacaka (x;,y;)

Za svaku pojedinacnu tacku iz skupa merenih veli¢ina (x,y;) moze se definisati
odstupanje korelacijone jednac¢ine u formi apsolutnog odstupanja (greske): *4

-3



AE; = Yi - Ye (%) s (4)
i relativnog odstupanja (greske):

|yi —Ye (Xi )| (5)

RE; =
Yi

Na osnovu navedenih pojedina¢nih odstupanja moze se formirati i sledeée
odstupanje za kompletan skup od n tacaka (x;,y;):

« ukupno kvadratno odstupanje na osnovu apsolutne greske:

AEK =" AE{ =Z[Yi‘¥c(xiﬂ2 : (6)
i=1 i=1
 ukupno kvadratno odstupanje na osnovu relativne greske:
n n A . 2
REK = > RE? = Z(Mj : (6b)
i=1 i\ Vi

Metod najmanjih kvadrata

Metod najmanjih kvadrata je postupak minimizacije ukupnog kvadratnog odstupanja
na osnovu apsolutne greSke (zbira kvadrata apsolutnih greSaka) za aproksimaciju
tabelarno zadatih funkcija u slucaju kada je zavisna promenljiva y; slucajna
(izmerena) veli¢ina sa normalnom raspodelom, a nezavisna promenljiva X; je tacna
(nema greske merenja). *5

Metoda najmanjih kvadrata za linearnu regresiju koristi kriterijum ukupnog
kvadratnog odstupanja na osnovu apsolutne greske.

Linearna korelacija sa jednom nezavisnom promenljivom
Postupak odredivanja korelacione jednac¢ine metodom najmanjih kvadrata bice
ilustrovan na primeru odredivanja linearne zavisnosti oblika: *6

Yo =a+b-x. (7)

Zbir kvadrata pojedina¢nih odstupanja za n parova (x,,y,) 1Znosi:
AEK=Z[Yc(Xi)—Yi]2=Z(a+b'xi—Yi)z (8)
i=1 i=1
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Potreban uslov da bi se zadovoljio zahtev AEK = AEKin je:

OREK 2.5 (a+b-x —y)=0, 9)
o i1
ﬂzz.n(am.xi—yi).xi:o, (10)
ob i1

odakle se dobija sistem linearnih jednacina: */

a-n+b-Zn:xi=Zn:yi, (11)
a-Zn:xier-Zn:xf:Zn:xi-yi. (12)

Resavanjem ovog sistema jednacina po a i b dobija se trazena linearna zavisnost. Da
bi se mogli izraCunati koeficijenti a i b broj parova (x,y,) u tom slu¢aju mora biti
veci ili jednak 2 (n > 2).

Linearna korelacija sa dve nezavisno promenljive
Primena metoda najmanjih kvadrata na slu€aj linearne regresije ¢e biti takode
ilustrovana na primeru zavisnosti sa dve nezavisno promenljive oblika: *8

Yo =a+b-x +c-X5 . (13)

Zbir kvadrata pojedina¢nih odstupanja za n SKUpPOva (x;, x,,y;) 1ZNOSI:
AEK :Z[yc(xl,ivxz,i)—y& 2 =Y (a+b-xg;+c x5 - y;) 2, (14)
i=1 i=1

Potreban uslov da bi se zadovoljio zahtev na kome je baziran metod najmanjih
kvadrata je AEK = AEKnin, a on sledi iz uslova:

aAaiK =2-i§(a+b-x1,i+C~X2,i—Yi):0’ (15)
—‘%;;K :2~§(a+b-x1’i+C'X2,i_yi)'xl,i =0, (16)
aAéEK :2-Z(a+b~x1,i+C-X2,i—Yi)'X2,i =0, (17)

i=1

I1-5



odakle se dobija sistem linearnih jednacina: *9

n-a+b-zn:xlvi+c-zn:xzvizzn:yi, (18)
a'le,i+b'zx12,i+c’le,i'xz,i:le,i'Yi1 (19)
a'ixli+b'ixi,i'xz,i+c'ix22,i:ixz,i’yi ) (20)

na osnovu kojih se mogu dobiti koeficijenti linearne zavisnosti a, b i c.
Sli¢nim postupkom se moze dobiti parabola drugog stepena:
Yo =a+b-x+c-x2, (21)

pri ¢emu se od skupa n tacaka (x;,y;) formira novi skup tagaka (X %, %) Uz
Zamenu:

X = X (22)

Za izraCunavanje koeficijenata a, b i ¢ potrebnih za definisanje parabole drugog
stepena, broj parova (x;,y;) mora biti n > 3.

Linearna korelacija sa k nezavisno promenljivih
Ukoliko postoji n skupova (. %, ¥sj.- %, ¥i ) onda je moguce dobiti linearnu
korelaciju oblika: *10

Ye =g+ X +ay Xy +ag-Xg+...+ 3 - X , (23)
koriste¢i metod najmanjih kvadrata na slede¢i nacin. *11

DefiniSu se matrice:

Xor X1 e X1
X2 X2 e X

x —| o2 %2 k2 (24)
Xon Xon - Xkn
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v =| 2 (25)

Sistem jednacina koji treba resiti se predstavlja u obliku:
X-A=Y, (26)

gde je matrica korelacionih koeficijenata:

a
A=| (27)
CH
Matrica A se dobija prema jednacini:
A=XTY, (28)

Metrike za ocenu kvaliteta regresije

Nakon regresione analize neophodno je izraziti kvalitet dobijene funkcionalne
zavisnosti, §to se najcesc¢e ¢ini pomocu nekoliko statistickih pokazatelja.

Za skup od n tacaka (x,y;) definicije statistickih pokazatelja su sledece: *12

« prosecno odstupanje:

SD = RENK =1 (29)
« korelacioni odnos:
i()’i yC,I) ’
CR= [1- iil (30)
Z(yi - YSr) ?
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pri ¢emu se srednja vrednost zavisno promenljive za n zadatih parova (x,vy;)
izraCunava koriS¢enjem izraza:

n

Z Yi
Yy =12— (31)

Kriterijum prosecnog odstupanja je formiran koristeéi srednju vrednost ukupnog
kvadratnog odstupanja na osnovu relativne greske, a korelacioni odnos je nastao
razvojem izraza za ukupno kvadratno odstupanje na osnovu apsolutne greske.

Pored navedenih pokazatelja kvaliteta korelacije koji se obavezno koriste, ¢esto se
navode 1 prose¢na (uprosecena) relativna greSka REN 1 maksimalna relativna greSka
u dijapazonu promene nezavisno promenljive.

Opsta teznja je da regresiona funkcija ima Sto manje odstupanje od izmerenih tacaka,
pa je utoliko bolja korelacija koja: *13

« ima manje prosec¢no odstupanje i manje maksimalne relativne greske,
« veci korelacioni odnos (maksimalna vrednost je 1).

Navedeni statisticki pokazatelji se primenjuju na funkcionalne zavisnosti bilo
kakvog oblika. U specijalnom slucaju kada je korelaciona funkcija linearna,
korelacioni odnos se naziva koeficijent korelacije (rx) i moze se izracunati preko
izraza *14

n n n

n-2.%Yi —_in 'Zyi
fy = CR = i=1 i=1 =1 (32)

Oblici regresionih linija *15

Najjednostavniji oblik linearne korelacije regresanda je slucaj sa jednim regresorom
u obliku

Yo =a+b-x. (33)
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Pored jednacine prave linije u inzenjerskoj praksi se koriste i nelinearne funkcije
jedne nezavisno promenljive kao Sto su:

e eksponencijalna korelacija: *16
ye =a-exp(b-x), (34)
transformise se u opsti oblik linearne korelacije logaritmovanjem kao:

In(yc)=In(@)+b-x—>Y =In(y;), A=In(a) (35)
Y =A+b-x

e stepena korelacija: *17

ye=a-x°, (36)
transformise se u opsti oblik linearne korelacije logaritmovanjem kao:
In(y;)=In(@)+b-In(x) >Y =In(y, ), A=In(a), X =In(x) (37)
Y =A+b-X

¢ |ogaritamska korelacija: *18
ye =a+b-In(x), (38)
transformiSe se u opsti oblik linearne korelacije kao:

Yo =a+b-In(x) > X =In(x) (39)
Yo =a+b-X

e polinomska korelacija *19
Yo =ag+ay-X+ay X2 +..+a X< (40)
transformiSe se u opsti oblik linearne korelacije kao:

Yo =8 +8y-X+ay- Xy ..ty - X (41)

e kao i mnoge druge od kojih se izdvajaju: *20
1. yc:a+b'xc; (42)
transformisSe se kao:

X=x">y =a+b-X, (43)
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2. yc:a+b-x+c-xd, (44)

transformiSe se kao:

X,=x" >y, =a+b-x+c-X,. (45)
3. Yo = — (46)
¢ a+b-x’
transformiSe se kao:
1
1=—"—>z=a+b-x. 47)
X
4 e bk’ (48)
transformiSe se kao:
2=2 sz-a+b-x. (49)
5 1 50
: Yo=———, (50)
a+b-x+c-x
transformiSe se kao:
=L X,=x* >z=a+b-x+c-X,. (51)
Y.
6. —t (52)
a+b-x+c-x
transformiSe se kao:
z:yi, X, =x*>z=a+b-x+c-X,. (53)

Pored navedenih oblika u inZenjerskoj praksi se koriste 1 brojni drugi oblici
regresionih funkcija koje se nacelno mogu podeliti u dve grupe:

1. funkcije koje su formirane na osnovu primene fizickih ili drugih zakonitosti
(teorija sli¢nosti, itd.) — ovako formirane funkcije imaju opstije znacenje;

2. funkcije koje su slobodno formirane radi elementarnog zadovoljenja potrebe
da se tabelirani podaci predstave u obliku koji ne mora da ima opStije znacenje.
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Pitanja:

NoubowhE

© oo

10.
11.

12.
13.
14,
15.
16.
17.
18.
19.
20.

Sta predstavlja regresiona analiza.

Formulacija zadatka regresione analize.

Pretpostavka raspodele za regresand i regresore i intervali odstupanja.
Kriterijumi za procenu kvaliteta korelacije.

Sta predstavlja metod najmanjih kvadrata.

Linearna korelacija sa jednom slu¢ajnom nezavisnom promenljivom.
Sistem jednacina za odredivanje koeficijenata linearne korelacije sa jednom
nezavisnom promenljivom.

Linearna korelacija sa dve nezavisne promenljive.

Sistem jednacina za odredivanje koeficijenata linearne korelacije sa dve
nezavisne promenljive.

Linearna korelacija sa viSe nezavisno promenljivih.

Postupak odredivanja koeficijenata linearne korelacija sa viSe nezavisno
promenljivih (definisati matrice).

Statisticki pokazatelji za ocenu kvaliteta regresije (navesti ih 1 napisati izraze).
Opsta teznja regresionih funkcija.

Koeficijent korelacije i kada se primenjuje.

Oblici regresionih krivih (navesti).

Eksponencijalna korelacija (oblik + transformacija).

Stepena korelacija (oblik + transformacija).

Logaritamska korelacija (oblik + transformacija).

Polinomska korelacija (oblik + transformacija).

Drugi oblici korelacija (navesti min. 2, oblik + transformacija).
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