Upravljanje sistemom odrzavanja

DODATAK:
Slu¢ajni dogadaji, verovatnoca slu¢ajnog dogadaja

Slucajni dogadaji

Pojam verovatnoce se, po pravilu, vezuje sa realizacijama eksperimenta (ogleda).
Realizacije eksperimenata nazivaju se dogadajima.

Na primer, vr$i se eksperiment — bacanje novci¢a 1 posmatra se Sta je sa gornje
strane. Postoje dve moguce realizacije 1 to:

— prvi dogadaj, na gornjoj strani je “grb”,

— drugi dogadaj, na gornjoj strani je “pismo”.

Pojavljivanje “grba” ili “pisma” zavisi od sluc¢aja do slu€aja i zato se ti dogadaji
nazivaju slu¢ajni dogadaji.

Uobicajeno je da se slucajni dogadaji obelezavaju slovima A, B, C .... Npr. slu¢ajni
dogadaj G pojavljivanje “grba” odnosno slucajni dogadaj P pojavljivanje “pisma”.
Dva dogadaja se izdvajaju od ostalih i to: siguran dogadaj i nemogu¢ dogadaj.

Slu¢ajan dogadaj se naziva sigurnim, oznacava se sa slovom E, ako se on odigrava
u svakom eksperimentu. Npr. dogadaj “pojavio se grb ili pismo” je siguran dogadaj
u eksperimentu bacanje novcica.

Sluc¢ajan dogadaj se naziva nemogucim i 0znacava se sa slovom V, ako on ne moze
da se odigra ni u jednom eksperimentu. Npr. dogadaj “nije se pojavio ni grb ni
pismo” je nemogu¢ dogadaj u eksperimentu bacanje novcica.

Odnosi medu slucajnim dogadajima

Neki od moguc¢ih odnosa izmedu slucajnih dogadaja bice definisani preko
eksperimenta bacanje kockice.

Realizacije eksperimenta bacanje kockice su slede¢i slucajni dogadaji:
Al —na gornjoj strani kocke je jedna tacka,

A2 —na gornjoj strani kocke su dve tacke,

A3 — na gornjoj strani kocke su tri tacke,

A4 —na gornjoj strani kocke su Cetiri tacke,

A5 —na gornjoj strani kocke su pet tacaka,

A6 —na gornjoj strani kocke su Sest tacaka.



Upravljanje sistemom odrzavanja

Takode moguce je definisati 1 sledec¢e dogadaje:

B1 — na gornjoj strani kocke je paran broj tacaka,

B2 — na gornjoj strani kocke je neparan broj tacaka,

B3 — na gornjoj strani kocke pojavio se broj tataka manji ili jednak od tri,
B4 — na gornjoj strani kocke pojavio se broj tac¢aka veci od tri, itd.

Dogadaj B1 - na gornjoj strani kocke je paran broj tacaka, moze se realizovati na
viSe nacina tj. na gornjoj strani kocke mogu se pojaviti ili dve tacke, ili Cetiri, ili
Sest taCaka. Sa druge strane Dogadaj A5 - na gornjoj strani kocke su pet tacaka,
moze da se realizuje na samo jedan nacin. Razlika izmedu dogadaja B1 1 dogadaja
A5 je ista kao i razlika izmedu skupova (2,4,6) i (5).

Dogadaji B1 1 A5 imaju 1 slede¢u zajednic¢ku osobinu: ne mogu se realizovati
istovremeno, tj. ako se na gornjoj strani kocke pojavio paran broj ta¢aka, sigurno
se nije pojavilo pet tacaka, odnosno ako se pojavilo pet tacaka sigurno se nije
pojavio paran broj tataka. Ovakvi dogadaji koji se medu sobom iskljucuju nazivaju
se nesaglasnim (disjunktnim) dogadajima. Nesaglasnost dogadaja B1 i AS znaci
isto Sto 1 disjunktnost skupova (2,4,6) i (5) koji nemaju zajednicke elemente, kao
Sto je prikazano na slici D1.

Slika D1. Nesaglasni (disjunktni) dogadaji.

Dogadaji B2 1 A5 se medu sobom ne iskljucuju, oba dogadaja Ce se realizovati ako
se na gornjoj strani kocke pojave pet tacaka. Dogadaji B2 i A5 su saglasni.

Skup realizacija posmatranog eksperimenta, tj. skup dogadaja takvih da se jedan od
njih u eksperimentu obavezno odigrava, a medu sobom su nesaglasni, naziva se
kompletnim skupom dogadaja. Svaki dogada;j iz tog skupa naziva se elementarnim
dogadajem. Kompletan skupa dogadaja za eksperiment bacanje kockice je (Al,
A2, A3, A4, A5, A6) odnosno (1,2,3,4,5,6).

Broj povoljnih realizacija nekog dogadaja predstavlja ukupan broj realizacija
nekog eksperimenta koje dovode do realizacije posmatranog dogadaja. Npr. broj
povoljnih realizacija dogadaja B1 — na gornjoj strani kocke je paran broj tacaka je

povoljnih realizacija dogadaja A3 — na gornjoj strani kocke su tri tacke, jedan.
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Dogadaj koji se sastoji u tome da se realizuje najmanje jedan od dva dogadaja,
naziva se zbirom tih dogadaja. Zbir dogadaja B4 (na gornjoj strani kocke pojavio
se broj tacaka veci od tri) 1 dogadaja B1 (na gornjoj strani kocke je paran broj
tacaka) jeste dogadaj koji se sastoji od pojave dve, Cetiri, pet 1 Sest tatka na gornjoj
strani kocke. Zbiru ovih dogadaja odgovara skup (2,4,5,6) koji predstavlja zbir
(uniju) skupova: (4,5,6) i (2,4,6), kao Sto je prikazano na slici D2.

AUB
Slika D2. Zbir dogadaja — unija skupova.

Dogadaj koji se sastoji u istovremenoj realizaciji dva dogadaja naziva se
proizvodom tih dogadaja. Proizvod dogadaja B4 (na gornjoj strani kocke pojavio se
broj taaka veci od tri) 1 dogadaja B1 (na gornjoj strani kocke je paran broj tacaka)
jeste dogadaj koji se sastoji od pojave Cetiri 1 Sest taCka na gornjoj strani kocke.
Proizvodu ovih dogadaja odgovara skup (4,6) koji predstavlja proizvod (presek)
skupova: (4,5,6) 1 (2,4,6), kao §to je prikazano na slici D3.

AlB

Slika D3. Proizvod dogadaja — presek skupova.

Verovatnoc¢a dogadaja

Verovatnoc¢a nekog dogadaja je broj (u intervalu od 0 do 1) koji karakteriSe stepen
mogucnosti odigravanja posmatranog dogadaja.

Definicija: Verovatnota posmatranog dogadaja A predstavlja odnos broja
povoljnih realizacija (m) za dogadaj A prema ukupnom broju jednako mogucih,
nesaglasnih (ne mogu se realizovati istovremeno) realizacija eksperimenta (n) koje
obrazuju kompletan skup dogadaja, tj.

P(A):%.
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Drugi vaZan pojam teorije verovatnoCe predstavlja je relativna ucestalost.
Pretpostavka je da se eksperiment vrSio n puta a da se dogadaj A odigrao M puta.

Definicija: Relativna ucestalost dogadaja A je odnos broja eksperimenata u kojima
se dogadaj A odigrao prema ukupnom broju izvrSenih eksperimenata. Tako da se
relativna ucestalost definise formulom:

M
fr (A) = ? :
Poredenjem definicije relativne ucestalosti i definicije verovatnoce, zakljucuje se
da se u definiciji verovatnoce ne zahteva da se eksperimenti vrse, dok se to
pretpostavilja u definiciji relativne ucestalosti. Zato se i kaZe da se verovatnoca
sracunava pre eksperimenta a relativna ucestalost posle izvrsenih eksperimenata.

U razli¢itom broju eksperimenata relativna ucestalost nekog dogadaja se menja
osciluju¢i oko nekog konstantnog broja, kome asimptotski tezi kad broj
eksperimenata tezi beskonacnosti tj. n—oo. Taj broj se uzima kao verovatnoca
dogadaja.

Verovatnoca zbira nesaglasnih dogadaja

Dogadaji A i B su dva nesaglasna dogadaja (ne mogu se realizovati istovremeno),

pri ¢emu su verovatnoce njihovog odigravanja P(A) 1 P(B). Verovatnoca realizacije
bilo dogadaja A ili dogadaja B tj. dogadaja A+B (A U B) definise se kao:

P(A+B)=P(A)+P(B).

Dokaz. Neka je n broj svih moguéih realizacija eksperimenta, m1 — broj realizacija
povoljnih za dogadaj A, mp — broj realizacija povoljnih za dogadaj B. Tada je:

P(A)z%; P(B):%.

Broj povoljnih realizacija bilo za dogadaj A, bilo za dogada;j B tj. dogadaj A+B je
m1 + m2 Sto na kraju daje:

m1+m2 _m1+m

P(A+B) = - n2 =P(A)+P(B).
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Verovatnoca proizvoda nezavisnih dogadaja

Verovatno¢e odigravanja dva nezavisna dogadaja A i B su P(A) 1 P(B).
Verovatnoca realizacije preseka (proizvoda) dogadaja A i1 dogadaja B tj. dogadaja
ANB definise se kao:

P(A-B)=P(A)-P(B).

Dve kutije sadrze n1 odnosno n2 loptica. Broj belih loptica u prvoj kutiji je my a u
drugoj kutiji je ma. Eksperiment se sastoji u tome da se iz svake kutije izvuce po
jedna loptica. Dogadaj A: iz prve kutije je izvucena bela loptica. Dogadaj B: iz
druge kutije je izvucena bela loptica. Dogadaji A i B su nezavisni u tom smislu $to
boja loptice izvu€ene iz jedne kutije ne moZe da utiCe na boju loptice koja se
izvladi 1z druge kutije. Verovatnoce dogadaja A odnosno dogadaja B definisane
kao:

pa)="1; p)="2

Ny ny

Da bi se odredila verovatno¢a dogadaja A-B odnosno P(A-B) potrebno je prvo
odrediti broj mogucih realizacija eksperimenta kao i broj povoljnih realizacija za

dogadaj A'B.

Svaka od n1 realizacija izvlacenja loptice iz prve kutije moze da se kombinuje Sa
svakom od n2 realizacija izvlacenja loptice iz druge kutije, $to daje n1-n2 mogucih
realizacija. Na isti naCin se zakljuCuje da je broj povoljnih realizacija (bela loptica
iz obe kutije) mp-mo.

Prema definiciji verovatnoce dogadaja:

P(A-B)="1 M2 _M M2 _pay.p(B),
ni-n2 N Ny

Sto znaci da je verovatnoca proizvoda dva nezavisna dogadaja jednaka proizvodu
njihovih verovatnoca.

Uslovna verovatnoca
U velikom broju slucajeva potrebno je izraCunati verovatnocu dogadaja A pod

uslovom da se realizovao dogadaj B. Takva verovatnoca se naziva uslovnom.

Verovatnoca dogadaja A, pod uslovom da se realizovao dogada; B, oznacava se
P(A/B).
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U kutiji se nalazi n loptica. Broj belih loptica u kutiji je m1 dok su preostale crne.
Eksperiment se sastoji u tome da se iz kutije izvla¢e dve loptice jedna za drugom
bez vracanja. Odrediti verovatnocu da obe izvucene loptice budu bele. Dogadaj A:
prva izvucena loptica je bela. Dogadaj B: druga izvucena loptica je isto bela.
Verovatnoca dogadaja A je:

P(A) =",

dok verovatnoca dogadaja B zavisi od toga koje je boje prva izvuc€ena loptica. Ako
je prva izvucena loptica bela tada je uslovna verovatnoc¢a dogadaja B jednaka:
pB/A)= L1

n-1

a ako je prva izvucena loptica crna (dogadaj A) onda je uslovna verovatnoéa
dogadaja B jednaka:

P(B/K):nm—ll.

U sluc¢aju da se posle izvlacenja loptica vraca u kutiju, verovatno¢a dogadaja B ne
zavisi od realizacije dogadaja A 1 jednaka je:

P(B)=P(A)="",

1 ocigledno je da je:
P(B/A)=P(B).

Na osnovu gore iznetog, uslovna verovatnoca se definiSe na slede¢i nacin:
Ako je P(A)>0, onda je uslovna verovatnoca dogadaja B, pod uslovom da se
realizovao dogadaj A, jednaka:

P(B/A) = P;’?A')B)

odakle sledi da je verovatnoca saglasnog pojavljivanja dva zavisna dogadaja
(dogadaji su saglasni ako se mogu realizovati istovremeno tj. u istom
eksperimentu), jednaka proizvodu verovatnofa jednog od njih 1 uslovne
verovatnoce drugog, sraCunate pod pretpostavkom da se prvi dogadaj odigrao, tj.:
P(A-B)=P(A)-P(B/A).

U slucaju da su dogadaji A i B nezavisni, tada je P(B/A)=P(B) pa gornja
formula postaje:
P(A-B)=P(A)-P(B)

tj. formula za izraCunavanje verovatnoce proizvoda dva nezavisna dogadaja.
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Slucajne promenljive

Slu¢ajnom promenljivom naziva se funkcija definisana na skupu realizacija datog
eksperimenta. Sluc¢ajna promenljiva u svakom eksperimentu uzima jednu i samo
jednu vrednost, unapred nepoznatu, koja zavisi od okolnosti koje se ne mogu
unapred uzeti u obzir.

Sluc¢ajne promenljive se dele u dve grupe: diskretne i kontinualne.

Zakon raspodele verovatnoca i funkcija raspodele (kumulativni
zakon) diskretne slu¢ajne promenljive

Zakon raspodele verovatnoca diskretne sluc¢ajne promenljive X je pravilo po kome
se svakoj vrednosti slucajne promenljive Xj pridruzuje odgovarajuca verovatnoca pj
tj. P(X=xj)=pj. Zakonom raspodele verovatnoca, ukupna verovatnoéa jednaka
jedinici, raspodeljuje se na pojedine vrednosti slu¢ajne promenljive, drugim re¢ima
zakon raspodele daje verovatno¢u pj kao funkciju definisanu na skupu
elementarnih slucajnih dogadaja X=xj. Ta funkcija se ponekad mozZe izraziti i
formulom pj=f(x;).

Ako diskretna slu€ajna promenljiva X moze uzeti samo konacan broj razli¢itih
vrednosti, tada se zakon raspodele moze dati u obliku tablice.

X X1 X2 Xi Xn

P P1 | P2 Pi Pn

Graficka ilustracija zakona raspodele verovatnoca diskretne sluc¢ajne promenljive
je poligon raspodele verovatnoéa. Poligon raspodele verovatno¢a se dobija
spajanjem tacaka (Xj,pj) U koordinatnom sistemu, gde se na apscisu nanose
vrednosti Xj slucajne promenljive X, a na ordinatu odgovaraju¢e verovatnoce pij,
kao $to je prikazano na slici D4.

p.4

e — 4 —_— — —— —— —

X

Slika D4. Pofigon raSpodele verovanoca.
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Funkcija raspodele verovatnoca ili kumulativni zakon raspodele verovatnoca
definise verovatnoce dogadaja X<x, a ne X=x. Verovatno¢a dogadaja X<x zavisi
od x, tj. ona je funkcija od x 1 obeleZava se sa F(x):

F(X)=P(X<x)

odnosno za diskretnu slu¢ajnu promenljivu X, koja mozZe da uzme vrednosti X1,
X2,...,Xn funkcija raspodele je jednaka:
F(x)= > pj,odnosno

Xj <X
0 za X <Xq
P1 Za X1 < X< X9
P+ P2 Za X9 < X< X3

PLtP2 4. +Png 28 Xpg <X=Xp

1 X > Xp

kao §to je prikazano na slici D5.

F(x) 1
1
Pi+..+D,1

p+bp
P

xi Xy Xk Xp-1 Xn )T
Slika D5. Kumulativni zakon raspodele verovatnoc¢a diskretne slucajne
promenljive.

Numericke karakteristike diskretnih slu¢ajnih promenljivih

Matematicko ocekivanje

Matematicko o€ekivanje diskretne slucajne promenljive naziva se zbir proizvoda
svih mogu¢ih njenih vrednosti 1 odgovaraju¢ih verovatnoca. Ako slucajna
promenljiva moze da uzme vrednosti X1, X2,...,.Xn sa verovatnoama p1, pP2,...,Pn
tada je matematicko o¢ekivanje:
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n
M(X) = X1 -P1+X2 P2 + .ot X Py = 2. X - Pj -
i1

Disperzija

Disperzija diskretne slu¢ajne promenljive predstavlja matematicko ocekivanje
kvadrata odstupanja slucajne velic¢ine od njenog matematickog ocekivanja, tj.:

D(X) = M[X - M(X)]?,

Sto se posle elementarnih transformacija moze napisati kao:
2 2
D(X) = M(X") = (M(X))".

Srednje kvadratno odstupanje
Srednje kvadratno odstupanje o(X) se definiSe kao kvadratni koren iz disperzije, tj.

5(X) = /D(X).

Gustina raspodele verovatno¢a i funkcija raspodele neprekidne
sluajne promenljive

Za razliku od diskretne slucajne promenljive, koja se zadaje preko realizacija koje
ona moze da uzme i verovatno¢a pojedinih realizacija, kod neprekidne slucajne
promenljive takav nacin definisanja se ne mozZe primeniti. Ako slucajna
promenljiva X moze uzeti bilo koju vrednost iz intervala (a, b), jasno je da je skup
realizacija sluc¢ajne promenljive X beskonacan.

Slucajna promenljiva je neprekidna ako je njena funkcija raspodele neprekidna 1
delimi¢no diferencijabilna sa neprekidnim prvim izvodom.

Funkcija raspodele neprekidne sluCajne promenljive proizilazi iz funkcije
raspodele verovatnoca diskretne sluCajne promenljive kada broj realizacija
diskretne slucajne promenljive teZzi beskonacnosti tj. n—oo. Tada, pri uvecanju
broja mogucih realizacija slu¢ajne promenljive, broj skokova je veéi a sami
skokovi manji. Stepenasta forma funkcije F(x) postepeno se priblizava neprekidnoj
krivoj (slika D6).
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Slika D6. Funkcija raspodele neprekidne sluc¢ajne promenljive.
Pored funkcije raspodele, koja predstavlja opsti nafin zadavanja kako diskretne
tako 1 neprekidne slu¢ajne promenljive, neprekidne sluc¢ajne promenljive mogu se
zadati 1 preko gustine raspodele verovatnoca.

Ako je funkcija raspodele F(x) neprekidne slucajne promenljive X diferencijabilna,
tada funkcija:
f(x) =F'(x)

predstavlja gustinu raspodele verovatnoca, odnosno:

F(X) =P(X<X)=P(-0o< X< X)= )j(f(x)-dx

—00
ako je neprekidna slu¢ajna promenljiva definisana na intervalu (—o0,+c0).

Geometrijski, vrednost funkcije raspodele F(x) predstavlja povrSinu ispod krive
gustine raspodele, levo od tacke x (slika D7).

1 ————————— —
J
I
I
l
l

-— ] d —

X 0 X X

Slika D7. Odnos gustine raspodele i funkcije raspodele neprekidne slu¢ajne
promenljive.

Numericke karakteristike neprekidnih slu¢ajnih promenljivih
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Matematicko oc¢ekivanje
Matematicko ocekivanje neprekidne slucajne promenljive definiSe se kao:

M(X) = ojox-f(x)-dx.

—0o0

Disperzija
Disperzija neprekidne slucajne promenljive definise se kao:

DO =M(X2) ~ (MOK)2 = [x2 -F(x)-dx ~(M(X))2

—00

Srednje kvadratno odstupanje
Srednje kvadratno odstupanje o(X) se definisSe kao kvadratni koren iz disperzije, t].

5(X) = /D(X).

D-11



