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Testiranje statistickih hipotezaosnovne napomene,
Parametarski vs. Neparametarski statisticki testovi,
Testiranje statistickih hipoteza parametarski testovi:

Testiranje statistickih hipoteza zasnovano na jednom uzorku,
Testiranje statistickih hipoteza za dva nezavisna uzorka;
Testiranje statistickih hipoteza za dva zavisna uzorka,
Analiza varijanse sa jednim faktorom (ANOVA),
Visefaktorska analiza varijanse (dvofaktorska analiza varijanse).

Testiranje statistickih hipoteza neparametarski testovi:

Kolmogorov-Smirnov test,
Hi-kvadrat test,
Man-Vitnijev U test,
Vilkoksonov test ranga.



Preporucena literatura

@ Radojevic, S, Veljkovi¢ Z, Kvantitativhe metode, CD, MF,

@ Montgomery, DC, Runger, GC Applied Statistics and Probability
for Engineers, Fourth Edition, Wiley, 2007.



Analiza varijansi (ANOVA)

Analiza varijansi
(ANOVA)

e

Jednofaktorska ANOVA Dvofaktorska ANOVA
(One-way ANOVA) (Two-way ANOVA)

SST=SSA+SSW 1SST=SSA+SSB+SSAB+SSE

1 F-test E F-test
Tukey-Kramer-ova | Efektiinterakcije
viSestruka komparacija 1 faktora
Levene-ov test | Tukey-ova viSestruka

| Homogenosti varijansi ] komparacija




Jednofaktorska ANOVA

@ Analizirajudi razliku izmedu i unutar grupa, moze se doneti
zakljuCak o mogudim razlikama aritmetickih sredina grupa

* Pretpostavke: Sve ore ey
arupe su sluajno i Cilj: Kako koristiti

nezavisno odabrane  jednofaktorksu analizu varijanse
sa normalnom (One-way ANOVA) za testiranje

distribucijom i , 3
jednakim razlika medu srednjim

varijansama vrednostima nekoliko grupa.




Testiranje statistickih hipoteza

zasnovano na jednofaktorskoj ANOVA

@ Oblici nulte i alternativhe hipoteze za

jednofatorsku ANOVA:
Prost slucaj (obostrani- two tail):

Hot g™ Hp= Haeer = M :
-sve aritmeticke sredine populacija su iste i

-odnosno, nema uticaja faktora na varijaciju
aritmetickih sredina izmedu grupa ]
2

Hit W # Wo# Py o # e

-najmanje jedna aritmeticka sredina populacije
je drugacija

-odnosno, postoji faktorski efekat

-ne znaci da su sve populacijske sredine razliCite

(neki parovi mogu biti isti) /X\
J FANAN

Mi=Hy # M, M1 # My # M




Podela varijacije u jednofaktorskoj

ANOVA

@ U jednofaktorskoj ANOVA ukupna varijacija (SST) je podeljena na
varijaciju (SSA), kao posledicu razlike izmedu grupa; i varijaciju
(SSW), koja nastaje usled razlike unutar samih grupa:

SST = SSA + SSW —_—

SST (eng. Total Sum of Squares)= Ukupna suma varijacije (d.f.=n-1)
SSA (eng. Sum of Squares Among Groups) = Varijacija izmedu grupa (d.f.=c-1)
SSW (eng. Sum of Squares Within Groups) = Varijacija unutar grupa (d.f.=n-c)

gde je c-broj grupa



Podela varijacije u jednofaktorskoj

ANOVA

@ Ukupna varijacija za jednofaktorsku ANOVA:

SST=%"S (x, - X

j=1 i=l

SST=(X; - X) 2 +(X1y —X)2 4+ (X, —X)?

Gde Je: Resp?nse, X . /////_
SST=Ukupna sumakvadrata { . 911 29|
¢ = broj grupa ili nivoa { of] &1 &

] ] ] I : .
; = broj vrednosti u grupi | Group 1 Group2  Group 3

X, =i" pojedina¢na vrednost grupe |

X = ukupna aritmetiCka sredina (srednja
vrednost svih podataka)



Podela varijacije u jednofaktorskoj

@ Varijacija izmedu grupa za jednofaktorsku ANOVA:
c . —\ 2
ssa=Yn,( ¥, -x)

j=1
SSA=n(X, - X\ +n,(X, - X\ +..+n (X, -X)? T
Gde je:
SSA = Suma kvadrata izmedu grupa
— . Resp?nse,x . ////
¢ = broj grupa 5 e o
n; = broj vrednosti u grupi j 5—.01 ot o
X, aritmeti¢ka sredina za grupu j e -
Group 1 Group 2 Group 3

J

X = ukupna aritmetiCka sredina (srednja
vrednost svih podataka)



Podela varijacije u jednofaktorskoj

ANOVA

@ Varijacija unutar grupe za jednofaktorsku ANOVA:

SSW = ZZ(XJ -X,)’ /—»\

j=1 i=1
K

SSW = (X, - X))’ +(X, - X,)’ +..+(X,, —X,.)
Gde je:

SSW = Suma kvadrata unutar grupe

Response, X W

[:-lr///////)?
_Y 3
?f_._xz%

1

aritmetiCka sredina za grupu |  Gem7 Gemz oreuns

¢ = broj grupa
n; = broj vrednosti u grupi j

X,
X, =i" pojedinana vrednost grupe j



Podela varijacije u jednofaktorskoj

9 Sredlne kvadrata odstupanja za Jednofaktorsku ANOVA:
MST = 53T
n—1
M4 =24 msw =222
c—1 n—c

@ Statistika testa za jednofaktorsku ANOVA:

MSA
MSWwW

Ferqr =



Testiranje statistickih hipoteza

zasnovano na jednofaktorskoj ANOVA

@ F statisitka predstavlja odnos izmedu MSA i MSW, koji uvek mora biti

pozitivan:
df,=c — 1 numerator (k1): obiéno je mala vrednost
df,=n — c denominator (k2): obi¢no je veéa vrednost

@ Pravilo odlucivanja:
Prihvati HO ukoliko je Fst < Fa,
u suprotnom odbaci HO.

o
@ Jacina uticaja testa ./
, SSA 0.
= SSW Do not T RejectH,
reject Hy
Smernice za tumacenje ove veliCine glase: Fo

@ 0.01=mali uticaj,
@ (0.06=umeren uticaj
@ 0.14=veliki uticaj



ZdSNOoVvdno nNd

Testiranje statistickih hipoteza

lednofaktorskoj ANOVA

Source of Degrees of Sum Of Mean Square F
Variation Freedom Squares (Variance)
Amon SSA =
Groupa c-1 SSA  |MSA= Fomr
c-1
MSA

Within w
Groups n-c SSwW MSW = SS MSW

n-c

Total n-1 SST




Tukey-Kramer procedura

@ Na osnovu Tukey-Kramer testa se utvrduje koje se aritmeticke sredine se
pojedinacno razlikuju, npr. i, = 1% s .

@ Primenjuje se kada se na osnovu jednofaktorske ANOVA utvrdi odbacivanje
nulte hipoteze H,.

@ Uporeduju se apsolutne srednje razlike sa odgovarajuc¢im kriti¢nim opsegom:

Critical Range = Q, MSW{ : + 1']

2 nj nj

Gde su:

Qa - Gornja kriticna vrednost Q distribucije sac i n-c stepenima
slobode

MSW - Srednja suma kvadrata unutar grupe

. eve HE Y
n, 1 n_ -velicinauzorakaizjij grupe



Ispltlvanje pretpostavki jednakosti

@ Levene-ov test testira pretpostavku da su varijanse svake
populacije jednake.
@ Prvo se definisu nulta i alternativna hipoteza:
@ HO:0,%=0,%=...=G 2
@ H1I: Nisu sve o 2 jednake

@ Drugo, izraCunajte apsolutnu vrednost razlike izmedu svake
vrednosti i medijane svake grupe.

@ Trece, izvrsite jednofaktorsku ANOVA na ovim apsolutnim
razlikama.



Faktorski dizajn-Dvofaktorska

ANOVA

@ Analizirajudi razliku izmedu i unutar grupa, moze se doneti
zakljuCak o mogudim razlikama aritmetickih sredina grupa

* Pretpostavke: Sve Cilj: Kako koristiti dvofaktorsku
populacije su . -
slu¢ajno i nezavisno analizu varijanse (Two-way
odabrane sa ANOVA) za ispitivanje efekta dva
normalnom ) ..
distribucijom i faktora na zavisnu varijablu.

jednakim varijansama | Takode, analizirati interakciju
izmedu razlicitih nivoa ovih
faktora.




Podela varijacije u dvofaktorskoj

ANOVA

@ U dvofaktorskoj ANOVA ukupna varijacija (SST) je podeljena na varijaciju faktora A
(SSA); varijaciju faktora B (SSA); varijacija usled interakcije faktora A i B (SSAB); i
varijaciju slucajne greske-rizidual (SSE):

SST = SSA+SSB+SSAB+SSE

Gde su:

*SST (eng. Total Sum of Squares)= Ukupna suma varijacije (d.f.=n-1)

*SSA (eng. Sum of Squares Factor A Variation) = Varijacija usled dejstva faktora A (d.f.=r-1)
*SSB (eng. Sum of Squares Factor B Variation) = Varijacija usled dejstva faktora B (d.f.=c-1)

*SSAB (eng. Sum of Squares variation due to interaction between A and B) = Varijacija usled
interakcije faktora Ai B (d.f.=(r-1)x(c-1))

*SSE (eng. Sum of Squares random variation (Error))= Varijacija slucajne greske (d.f.=rc(n-1))
er- broj nivoa u faktoru A, c- broj nivoa u faktoru B

*n'- broj vrednosti (replikanata) za svaku poziciju/polje (tj. kombinacija odredenog nivoa faktora
A i odredenog nivoa faktora B), pri ¢emu je n'>2, k=1... n’

*n- ukupan broj vrednosti u celokupnom eksperimentu, pri ¢emu je n=r *c *n



Podela varijacije u dvofaktorskoj

ANOVA

Struktura podataka:

i=1
Faktor A; i=2
i=1...r

i=r

Aritmeticka
sredina za nivoe
faktora B:

Faktor B; j=1...c
j=2

X121

X122

X12k

X221

X222

X22k

Aritmeticka
sredina za nivoe
faktora A:

X

<
>

<



Podela varijacije u dvofaktorskoj

ANOVA
Ukupna varijacija: SST = ZZZ( i~
o1 o1 kel
Varijacija faktora A: SSA = cn’i()_(i_' —~ ;)2
Varijacija faktora B: SSB = m'zc;()?,j, —;)2
e

Varijacija usled _
interakcije faktora AiB: SSAB=n ZZ( -X.-X)

.
i=1 j=1

Varijacija usled slucajne
greske: SSE = ZZZ( ijk

i=1 j=1 k=1



Podela varijacije u dvofaktorskoj

ANOVA

— ijk
Ukupna aritmeticka sredina: Y = izlislkel
ren'

. -V . -_ c n’
A.rltmetlcka sred!na i-tog > T X
nivoa faktora A (i=1...r): 7. _ J=lk=l Y

l.. Cl’l,
Aritmeticka sredina j-tog ZZX’
nivoa faktora B (j=1...c): 7 .= "
Aritmeticka sredina za poziciju _ n’ X
tj. kombinaciju i-tog nivoa fak. X, = oy
k=1

A i j-tog nivoa fak. B:



Podela varijacije u dvofaktorskoj

ANOVA

@ Sredine kvadrata odstupanja za dvofaktorsku ANOVA:

MSA:&

r—1
A¢53::é§¥3
c—1

SSAB
(r=1)-(c-1)
SSE
rc(n —1)

MSAB =

MSE =




Testiranje statistickih hipoteza

zasnovano na dvofaktorskoj ANOVA

@  F test za uticaj faktora A:
HO: 1y = Wy =

H1: nisu sve F — M—SA
statA MSE
@  F test za uticaj faktora B:
HO: py=p, = U F — M—SB
H1: nisu sve p; stat B MSE
@  F test za uticaj interakcije faktora A i B: MSARB
HO: interakcija faktora A i B je jednaka O FstatAB —
MSE

H1: interakcija faktora A i B nije jednaka O

@  Pravilo odlucivanja:
Prihvati HO ukoliko je Fst < Fa,

u suprotnom odbaci HO. /a
0 Do not | Reject H,
reject Hy

Fo



Testiranje statistickih hipoteza

zasnovano na dvofaktorskoj ANOVA

Source of Sum of | Degrees of Mean F
Variation Squares Freedom Squares
MSA MSA
Factor A SSA r-1 = SSA/(r— 1) W
MSB MSB
Factor B SSB c-1 - SSB /(c— 1) “NSE
AB MSAB MSAB
(Interaction) SSAB | (r=1)c-1) | _gspp/ (r—1)c—1) MSE
, MSE =
Error SSE rc(n’—1) SSE/rc(n' — 1)
Total SST n-1




Tukey-Kramer procedura

@ Primenjuje se kada se na osnovu dvofaktorske ANOVA utvrdi odbacivanje
nulte hipoteze H,u slucaju uticaja pojedinacnih faktora, a pri tome, njihov
interakcioni efekat nije statisticki znacajan. Takode, faktori moraju biti sa vise

od dva nivoa.
@ Uporeduju se apsolutne srednje razlike sa odgovaraju¢im kriticnim opsegom
CR: MSE
CRZOI faktorA = QOL '
cn
MSE
Gde su: CRzafaktorB = QOC . rn’
Qa - Gornja kriticna vrednost Q distribucijesar i rc(nr - 1) stepenima
slobode za faktor A, odnosno, ¢ i rc(n — 1) stepenima slobode za
faktor B

MSE — Srednja suma kvadrata slucajne greske



F distribucija-tabelarne vrednosti

TABLE 5 (continued)  Critical Values of the F Distribution for o = 0.05

Denominator
Degrees of
Freedom (kz)

A :

[ R - T S R TR Y

1
12
13
14

15
16
17
18
19

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

30
40

120

Numerator Degrees of Freedom (k)

1 2 3 4 5 6 7
161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8
18.51 19.00 19.18 15.25 19.30 19.33 19.35
1013 9.55 9.28 5.12 9.01 8.94 8.89
.71 65.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09
6.61 5.79 54 519 5.05 4.95 4.88
5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21
5.59 4.74 4.35 412 3.97 .87 3.79
5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50
512 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29
496 4.10 3.7 3.48 3.33 3.22 314
4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01
4.75 3.89 349 3.26 ERN| 3.00 2.9
4.67 381 3N 38 3.03 2.92 2.83
4.60 3.74 3.34 in 2.96 2.B5 2.76
4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71
4.49 3.63 3.24 3.0 2,85 2.74 2.66
4.45 3.59 3.20 2.96 2.8 2.70 2.61
4.41 355 3.16 2.93 1Y, 2.66 2.58
4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54
4.35 3.49 3.10 2.87 27 2.60 2,51
432 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49
4.30 344 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46
4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44
4.26 3.40 3. 2.78 2.62 2.5 2.42
4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40
4.23 3.37 2.98 2.74 2,59 2.47 2,39
4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 237
4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36
4.18 3133 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35
417 3.32 292 2.69 253 2.42 2.33
4.08 3.23 2.84 2.61 245 2.34 225
4.00 315 2.76 2.53 2.37 2.25 217
3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.17 2.09

3.84 3.00 2.60 237 2. 2.10 2.m

8
238.9
19.37
8.85
6.04

4.82
4.15
3.73
3.44
3.23

3.07
2.95
2.85
2.77
2.70

2.64
2.59
2.55
2.51
2.48

2.45
2.42
2.40
237
2.36

2.34
2.32
2.31
2.29
2.28

2.27
218
2.10
2.02
1.94

9
240.5
19.38
B.81
6.00

4.77
4.10
3.68
3.39
318

3.02
2.90
2.80
2.71
2.65

2.59
2.54
2.49
2.46
2.42

2.39
237
234
232
2.30

2.28
2.27
225
2.24
2.22

2.1
212
2.04
1.96
1.88



Studentized range -Qo

Critical Values of the Studentized Range, O

Upper 5% Points (e = 0L05)
Denominator, Numerator, df
df 2 3 4 5 [3 T 8 9 1o 11 12 13 14 15 16 17 18 19 n

1 1B.00 2700 3280 3710 4040 4310 4540 4740 4910 5060 5200 5320 5430 5540 5630 5720 5800 5880 5960
2 609 B30 O8 1090 1170 1240 1300 1350 1400 1440 1470 1500 1540 1570 1590 1610 1640 1660 168D
3 450 501 682 750 B4 E4E BEY QI 9446 072 995 1015 1035 1032 1069 10B4 1008 I1L11 1124
4
5

393 504 576 6.2 671 705 T35 160 TEY BO0F B2l B37 B52 866 879 B9 903 911 923
iItd 460 312 5467 603 633 6358 680 699 TA7T 732 747 Y60 T2 TEZ 783 R03 BI2 B2

[ 146 434 490 531 563 589 612 632 649 4665 679 692 T3 T4 O TM 734 743 T5F T80
7 134 406 468 506 336 5461 B2 600 &16 630 643 635 G666 676 ABY 604 T2 TW TV
8 126 404 453 489 517 540 560 377 592 605 618 629 639 64 657 665 673 0 6BO0 687
9 320 395 442 476 302 324 543 560 574 5ET 398 609 619 628 636 644 651 638 6
1 115 38BF 433 465 491 512 530 546 560 572 383 5383 603 &1 620 627 634 640 647
Il 1l 382 426 457 482 503 520 535 549 56l 51 581 300 599 606 614 620 626 633

L
=
-]
(S
=]
wh

2 g 377 4N 451 475 495 512 3317 540 551 562 3 5.80

603 609 615 621
I3 106 373 413 445 469 488 505 519 532 543 353 561 571 3 386 393 600 605 6l
14 303 370 411 441 464 481 49 513 535 536 546 555 364 5T2 579 585 S92 397 603
15 301 367 408 437 460 478 494 SOB 520 531 S40 549 558 565 572 570 585 500 5906
16 300 345 405 433 456 474 490 503 505 526 335 5 552 539 36 572 59 SE4 500
17 208 363 402 430 452 471 48 499 511 521 53] 539 547 555 561 568 574 S79 Amd
1% 207 341 400 47% 449 447 482 496 507 517 527 535 543 550 557 563 540 574 579
19 2096 359 398 435 447 445 470 492 504 504 523 532 530 546 553 550 565 570 575
20 205 338 306 473 445 467 477 490 501 511 520 5% 536 543 540 555 561 566 571
2 792 353 300 417 437 454 468 48 492 501 510 518 525 532 538 544 530 554 559
30 180 340 3134 410 430 446 460 472 4%3 4907 500 508 SIS 521 527 533 538 543 548
40 286 344 370 404 423 430 457 463 474 4R7 491 498 505 511 516 522 53T S31 536
60 281 340 3174 398 416 431 444 455 465 473 481 488 494 500 506 S 516 520 54

120 280 336 360 360 410 424 43 448 456 464 477 478 484 490 495 500 505 S08 513
oo 277 331 363 386 403 417 439 430 447 455 462 468 474 480 4ES 4R0 493 497 501

cantinued



Rezime poglavlja

@ Pitanja?
@ Diskusija!
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